第 1 章 
1.1 


1.2 


1.3 


第 2 音 
2.1 



























预备 知识 1 
微 积 分 回顾 一 
1.1.1 
1.1.2 放 
1.1.3 
1.1.4 
41.1.5 锡 项 式 求 值 
1.1.6 微 积分 回 蚌 的 练习 题 


1.2.2 序列 与 级 数 
1.2.3 二 进 制 分 数 
1.2.4 二进制 移 位 


1.2.9 二 进 制 数 的 练习 
误差 分 析 … 
1.3.1 截断 误差 
1.3.2 会 人 误差 … 
1.3.3 会 去 和 会 人 … 
1.3.4 精度 损失 
1.3.5 OO( 训 ) 阶 逼近 
31.3.6 序列 的 收 伍 阶 
1.3.7 误差 传播 “…… 
1.3.8 数据 的 不 确定 性 
1.3.9 误差 分 析 的 练习 
1.3.10 竺 法 和 程序 
非 线性 方程 f(z) =0 的 解法 “ 

求解 *“= &(x) 的 迭代 法 …… 3 鸡 
2.4.1 寻求 固定 点 和 
2.1.2 固定 点 迭代 的 图 形 解 释 “ 
2.1.3 绝对 误差 和 相对 误差 
2.1.4 求解 x = &( 幻 太 代 过 程 的 练习 








2.2 


2.3 


2.4 


2.5 


第 3 章 
3.1 


3.2 


3.3 













2.1.5 算法 和 程序 37 
定位 一 个 根 的 划分 方法 (bracketing methods) 、 “ 

2.2.1 波 尔 察 诺 (Belzano) 二 分 法 
2.2.2， 试 值 法 的 收敛 性 
2.2.3 划分 方法 练习 
2.2.4 算法 和 程序 …… 

初始 近似 值 和 收敛 判定 准则 
2.3.1 检测 收 伍 性 
2.3,2 有 问题 的 函数 (TroubleSome funetions) 
2.3.3 初始 近似 值 的 练习 “ 
2.3.4 算法 和 程序 ………… 
牛顿 拉夫 申 (Newton - Raphson) 法 和 割 线 法 . 
2.4,1 求 很 的 斜率 法 
2.4.2 被 零 除 错 误 
2.4.3 收敛 速度 
2.4.4 缺陷 
2.4.5 制 线 法 ……… 
2.4.6 加 速 收 伍 ， 
2.4.7 牛顿 拉夫 申 法 和 制 线 法 的 练 
2.4.8 算法 和 程序 pe 
Aitken 过 程 .Steffensen 法 和 Muler 法 (可 选 ) 
2.5.1 Aitken 过 程 ， 
2.5.2 Muler 法 …'， 
2.5.3 方法 之 间 的 比 团 
2.5.4 Aitken 法 、Steffensen 法 和 yulier 法 的 练习 
2.5.5 算法 和 程序 
线性 方程 组 4K = 刀 的 数值 解法 
向 量 和 和 矩阵 介绍 …… 
3.1.1 短 阵 和 二 维 数组 
3.1.2 向 量 和 矩阵 简介 的 练习 





































3.2.3 非 奇异 矩阵 的 道 … 
3.2.4 行列 式 
3.2.5 平面 旋转 
3.2.6 MATLAB … 
3.2.7 向 量 和 和 抢 阵 性 质 的 练习 
3.2.8 算法 和 程序 
上 三 角 线 件 方程 组 pp 
3.3.1 上 三 角 线性 方程 组 的 练习 … 





3.4 


3.5 


3.6 


3.7 


第 4 章 
4.1 


4.2 






















3.3.2 算法 和 程序 
高 斯 消去 法 和 选 主 元 … 四 
3.4.1 选 主 元 以 避免 中 
3.4.2 选 主 元 以 减少 误差 
3.4.3 病态 情况 
3.4.4 MATILAB 
3.4.5 高 斯 消去 法 和 选 主 元 的 练习 ， 
3.4.6 算法 和 程序 


3.5.1 线性 方程 组 的 解 
3.5.2 三 角 分 解法 .…- 
3.5.3 计算 复杂 性 “ 
3.5.4 ”置换 矩阵 - 
3.5.5 扩展 高 斯 消去 过 程 ， 
3.5.6 MATLAB 
3.5.7 三 角 分 解法 的 练习 
3.5.8 算法 和 穆 序 
求解 线性 方程 组 的 选 代 法 
3.6.1 雅克 比 和 迭代 pe 
3.6.2 ”Gauss-seidel 迭代 法 


3.6.4 求解 线性 方程 组 的 选 代 法 的 练习 
3.6.5 算法 和 程序 pe 
非 线 性 方程 组 的 欠 代 法 ;Seidel 法 和 牛顿 法 (可 选 ? 
3.7.1 理论 
3.7.2 广义 微分 ， 
3.7.3 接近 男 定 点 处 的 收敛 性 
3.7.4 Scidal 选 代 pp 
3.7.5 求解 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 
3.7.6 牛顿 法 概要 
3.7.7 MATLAB …… 
3.7.8 求解 非 线性 方程 组 的 适 代 法 的 练习 
3.7.9 算法 和 程序 
播 值 与 多 项 式 逼 近 
泰勒 级 数 和 函数 计算 
4.1.1 多项式 计算 方法 



























4.1.3 等 法 与 程序 
插值 介绍 … 
4.2.[ 习题 … 
4.2.2 算法 与 程序 





4.3 


4.4 


4. 了 


4.6 


第 5 章 


.10， 


S.1 


S.2 


拉 格 朗 日 通 近 本 
4.3.1 误差 项 和 误差 界 … “ 
4.3.2 比较 精度 与 O( 久 所 
4.3.3 MATLAB 
4.3.4 习题 … 
4.3.5 算法 与 程序 
牛顿 多 项 式 … 
4.4.1 艇 套 乘 法 
4.4.2 多 项 式 : 
4.4.3 习题 … 
4,4.4 算法 与 程序 
切 比 雪夫 多 项 式 (可 选 ) 
4.5.1 
4.5.2 最 小 上 界 
4.5.3 等 距 节点 
4.5.4 切 比 雪夫 节点 
4.5.5 龙 格 现象 … 
4.5.6 区 间 变换 
4.5.7 正 交 性 质 
4.5.8 MATLAB 
4.5.9 习题 …… 
4.5.10 算法 与 程序 
犁 德 通 近 … 
4.6.1 连 分 式 
4.6.2 习题 … 
4.6.3 算法 与 程序 
曲线 氢 合 ………: 
最 小 二 乘 拟 合 
5.1.1 求 最 小 二 乘 曲线 
5.1.2 ”等 函 数 拟 合 = 4 
5.1.3 最 小 二 乘 拟 合 曲线 的 练习 
5.1.4 算法 和 程序 pp 
曲线 氢 合 
5.2.1 对 y= ( 必 线 性 化 方法 
5.2.2 求解 7= (过 的 非 线 性 最 小 二 乘法 
5.2.3 数据 线性 化 变换 
5.2.4 线性 最 小 二 飞 法 
5.2.5 和 矩阵 公式 
5.2.6 多 项 式 拟 合 “ 
5.2.7 多 项 式 摆动 
5.2.8 ”上线 氢 合 的 练 司 204 


















































5.3 


S.4 


第 6 章 


6.1 


6.2 


第 7 章 
7.1 


了 .2 


7.3 


7.4 


5.2.9 算法 和 程序 … 
样 条 函数 插值 
5.3.1 分 段 线 忻 插值 
5.3.2 分 外 三 次 样 条 曲线 
5.3.3 ”三 次 样 条 的 存在 性 
5.3.4 构造 三 次 样 条 … 







































5.3.5 
5.3.6 三 次 样 条 曲线 的 适宜 性 216 
5.3.7 样 条 函数 插值 的 练习 218 
5.3.8 算法 和 程序 





傅 里 叶 级 数 和 三 角 多 项 式 … 
5S.4.1 三 角 儿 项 式 盘 近 本 
5.4.2 全 里 叶 级 数 和 
5.4.3 ”算法 和 程序 
数值 微分 

导数 的 近似 值 
6.1.1 差 商 的 极限 … 
6.1.2 ”中心 差 分 公式 … 
6.1.3 误差 分 析 和 优化 步 长 
6.1.4 Richardson 外 推 法 …， 
6.1.5 导数 近似 值 的 练习 
6.1.6 算法 和 程序 
数值 差分 公式 … 
6.2.1 更 多 的 中 心 差分 公式 
5.2.2 误差 分 析 …… 

6.2.3 拉 格 朗 日 多 项 式微 分 
6.2.4 牛顿 多 项 式微 分 …… 
6.2.5 数值 微分 公式 的 练习 
6.2.6 算法 和 程序 
数值 积分 … 
积分 简介 

7.1.1 习题 … 
组 合 梯形 公式 和 辛 普 生 公式 … 
7.2.1 误差 分 析 


37.2.3 等 法 与 程序 
递归 公式 与 龙 贝 格 积分 
7.3.1 龙 贝 格 积分 pp 


7.3.3 算法 与 程序 
自 适 应 积分 


第 8 章 


第 9 章 


了 .5 


8.1 


9.1 


9.2 


9.3 


9.4 


9.5 


9.6 


,12 - 


”285 
”285 





7.4.1 区 间 细 分 (refinement 
7.4.2 精度 测试 
7.4.3 算法 与 程序 
高 斯 - 勒 让 德 积分 (可 选 ) 





































?3.5.2 算法 与 程序 
数值 优化 … 

天 数 极 小 值 … 
8.1.1 搜索 方法 
8.1.2 求解 瑚 z,y) 的 极 值 
8.1.3 Nelder- Mead 法 ………… 
8.1.4 根据 导数 求 极 小 值 
8.1.5 ”最速 下 降 法 ,， 

8.1.6 求解 函数 极 小 值 的 练 
8.1.7 算法 和 程序 …… 


9.1.1 初 值 问 题 … 
9.1.2 几何 解释 


9.2.1 几何 撒 述 
9.2.2 步 长 与 误差 


9.2.4 算法 与 程序 
休 思 方法 … 
9.3.1 步 长 与 误差 


9.3.3 算法 与 程序 
泰勒 级 数 法 
9.4.1 习题 
9.4.2 算法 与 程序 
龙 格 - 库 塔 方法 … 
9.5,1 关于 该 方法 的 讨论 
9.5.2 步 长 与 误差 让 

9.5.3 N=2 的 龙 格 - 库 塔 方法 
9.5.4 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 博 格 方法 (RKF45) 
9.5.5 习题 pe 
9.5.6 算法 与 程序 … 
预测 - 校正 方法 … 
9.6.1 阿达 妊 斯 - 巴 什 弗 斯 - 摩尔 顿 方法 


9.7 


9.8 


9.9 


第 10 章 
10.1 


10.2 


10.3 


9.6.2 误差 估计 与 校正 


































9.6.4 米尔 尼 - 辛 普 生 方法 
9.6.5 误 羌 估计 与 校正 … 


9.7.4 算法 与 程序 - 
边 值 问题 … 
9.8-.1 分 解 为 两 个 初 值 问题 :线性 打针 法 


9.8.3 算法 与 程序 
有 限 差分 方法 、 
9.9.1 习题 
9.9.2 算法 与 程序 
偏 微分 方程 数值 解 
双 曲 型 方程 … 
10.1.1 波动 方程 
10.1.2 差分 方程 
10.1.3 初始 值 …… 

10.1.4 Dalemhert 方 法 ， 
10.1.5 给 定 的 两 个 确定 行 
10.1.6 双 曲 线 型 方程 的 练习 ， 
10.1.7 算法 和 程序 
抛物 型 方程 、 
10.2.1 热传导 方程 
10,2.2 ”差分 方程 
10.2.3 ”Crank - Nichalson 法 ， 
10.2.4 抛物 型 方程 的 练习 、 
10.2.5 算法 和 程序 
椭圆 型 方程 ……… 
10.3.1 Laplace 差分 方程 ， 
10.3.2 ”建立 线性 方程 组 “ 
10,3.3 ”导数 边界 条 件 
10.3.4 和 夺 代 方法 
10.3.5 ”Peisson 方程 和 Helmholz 方 程 
10.3.6 改进 


第 11 章 
11.t 


附 景 “MATLAB 介绍 ………. 


参考 文献 . 
习题 答案 


-14. 


”411 





10.3.7 榴 型 方程 的 练 





10.3.8 算法 和 程序 … 413 
特征 值 与 特征 向 量 415 
齐 次 方程 组 :特征 值 问题 415 
11.1.1 间 景 知识 “45 








11.1.2 特征 值 … 
11.1.3 对 角 化 
1.1.4 对 称 性 的 优势 
11.1.5 “特征 值 范围 估计 
11.1.6 方法 综述 
11.1.7 齐 次 方程 组 :特征 值 问题 的 练习 
宪 方 法 ee 
11.2.1 收 和 敛 速度 
11.2.2， 移 位 反 宕 法 
11.2.3 军法 的 练习 … 
11.2.4 算法 和 程序 
雅克 比方 法 
11.3.1 平面 旋转 变换 … 
了 11,3.2 ”相似 和 正 交 变 换 
11,3.3 雅克 比 序列 的 变换 
11.3.4 一 般 步 骤 
11.3.5 使 各 和 中 为 堆 
11.3.6 一 般 步 骤 总 结 … 
11.3.7 修正 矩阵 的 特征 值 
11.3.8 消去 an 的 策略 … 
11.3.9 雅克 比 法 的 练 避 
11.3.10 算法 和 程序 … 
对 称 和 矩阵 的 特征 值 
11.4.1 Householder 法 
11.4.2 Householder 变换 
11.4.3 三 对 角形 式 归 约 
11.4.4 佣 法 和 
11.4.5 加 速 移 位 


“47 
”420 











23 


























428 
428 
”4 和 2 
”433 





”435 


”436 
437 
438 
439 
439 


寺 评 二 主 


450 
451 
456 
463 
473 


第 1 章 预备 知识 


候 设 函数 几 x) = cos(z), 则 它 的 导数 /(x) = - smn(x), 不 定 积分 为 R(x) = sin(x) + Co。 
在 惩 积分 学 中 可 以 学 到 这 些 公式 ,前 者 确定 画 数 曲线 y = 扎 z) 在 点 (zxo,f(xo)) 的 斜率 严 = 
大 (xzo); 后 者 可 计算 出 函数 曲线 在 ec 二 x 近 范围 下 的 面积 。 

曲线 y 在 点 (r/2,0) 的 斜率 m =A(r/2) = - 1, 可 通过 它 找到 在 这 一 点 的 切线 (如 图 1.1 
(a) 所 未 ): 




















-a(- 下 +ocr 人 人 (- 





图 1.1(a) 函数 曲线 y= cos(z) 图 1.1(b) 函 数 曲 线 y = cos(x) 在 
在 点 (mr2.0) 的 切线 区 闻 [0,r/2] 下 的 区 域 





通过 积分 方法 计算 曲线 y 在 0<x<rx/2 范围 下 的 面积 为 (如 图 1.1(b) 所 示 ) : 
面积 = 六 ooa(z)dr = F( 于 ]- Po) = sn( 于 -0=1 











1.1 微 积 分 回顾 


本 书 假定 读者 具有 大 学 本 科 的 微 积分 知识 ,熟悉 极 根 、 连 续 性 , 求 导 、 积 分 .序列 和 级 数 等 。 
其 中 ,本 书 中 将 用 到 的 微 积 分 知识 如 下 : 


1.1.1 极限 和 连续 性 


定义 1.1 设 灵 *) 为 定义 在 实数 集合 S 上 的 函数 ,如 果 对 于 任意 给 定 的 。 > 0, 总 存在 8 > 0, 使 
得 对 于 任意 xES, 且 0<1z- sl<3, 有 IlAx)-E<s。 则 称 函数 /在 x = x 处 的 极限 为 工 ， 
表示 为 : 

各 人 几 洒 = (D) 


当 采 用 增 量 表达 式 z = sm + 时 , 式 (1) 可 表示 为 ; 


2 数值 方法 (MATIAB 版 ) 





和 Kxo+ 扣 = 世 (2) 
定义 1.2 设 天) 为 定义 在 实数 集合 S 上 的 函数 , 且 mE S, 如 果 ， 
Js)= 扩 so) (3) 


则 函数 /在 点 x = x 处 连续 。 

如 果 函 数 /在 任意 点 xE S 上 连续 , 则 函数 /在 集合 $ 上 连续 。 表 达 式 C" ( 8) 表 示 函 数 / 
自身 和 它 的 前 = 阶 导数 在 集合 $ 上 连续 的 所 有 函数 /的 集合 。 当 5 为 区 间 [ ,5] 时 , 则 可 用 表 
达 式 C" [ec, 妇 ] 来 表示 。 例 如 函数 扩 x) = x2 ,其 定义 域 为 [1, - 1], 则 显然 AF(z) 和 广 (x) = 
(4/3)x2 在 区 间 [1, - 1] 上 连续 ,但 F"(z) = (4/9)x -2 在 x =0 处 不 连续 。 
定义 1.3 设 {x lx- 为 一 无 限 序列 ,如 果 对 于 给 定 的 任意 小 的 正 数 e > 0, 总 存在 一 个 正 整 数 
N= Ne), 使 得 当 n> 六 时 ,有 1x. - 工 | <e, 则 称 序列 { xj. 有 极限 工 ,并 记 作 ; 

J 各 和 = 了 《4) 

当 序 列 有 极限 时 , 则 称 其 为 收 倒序 列 。 另 一 个 常用 的 表示 形式 为 " 当 no 加- 工时 "。 
式 (4) 等 价 于 : 





了 (=0 (5) 
这 样 , 可 将 序列 je jy-; = fm -也 | 7- 看 作 一 个 误差 序列 。 下 列 定 理 与 连续 性 和 收敛 序列 有 关 。 
定理 1.1 设 ./*) 为 定义 在 实数 集合 $ 上 的 函数 , 且 mmE 3, 则 下 列 命题 是 等 价 的 ， 
《a) 函数 /在 xo 处 连续 
(b) 如 果 加 和 = 加, 则 各 六 和 )= 厌 xzo) 
定理 1.2( 中 值 定理 ) 若 .AE C[e,5, 且 了 为 Ka) 与 所 ) 之 间 的 任意 值 , 则 存在 cE (a,b)， 
有 扰 c)= 工 。 
例 1.1 函数 Kxz)=ods(z-1) 在 区 间 [0,1] 内 连续 , 且 常量 了 =0.8E(oos(0),cos(1))。 数 
大 z)=0.8 在 区 间 [0,1] 的 解 为 c, = 0.356499。 同 样 , 函数 F(x) 在 区 间 [1,2.5] 内 连 
续 , 且 了 工 =0.8E(eos(2.5)，oos(1))。 函 数 F(xz) = 0.8 在 区 间 [1,2.5] 的 解 o = 
1.643502。 这 两 种 情况 如 图 1.2 所 示 。 


(9) 


了 
了 DA Gov 
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图 1.2 将 中 值 定理 应 用 在 函数 所 xz) = es(z -1 图 1.3 ”将 极 值 定理 应 用 在 函数 沪 *) = 35+.5x 
上 ,区 闻 分 别 为 [9,1] 和 [1,2.5] -66.5 允 +15 妇 上 ,区 间 为 [0,3] 


第 1 章 预备 知识 3 





定理 1.3( 连 续 函 数 的 极 值 定理 }) 设 AGE C[Le,5], 则 存在 下 界 Mi 和 上 界 咏 , 以 及 xi， 
x 径 [ab] ,满足 ， 


4 = 五 ) 生 所 w) 和 所 xs)= MHzE[a,b] (7) 
有 时 也 可 表示 为 ， 
Mi = 所 轨 ) = mini 太 起 和 有 = 大 so) = .madj 7 《8》 
1.1.2 微分 函数 


定义 1.4 设 扎 xz) 在 一 个 包含 x 的 开 区 间 内 有 定义 。 如 果 ， 
im 下 轨 一 天 2) 


(9) 
0 
存在 , 则 称 函 数 /在 点 x 处 可 微 。 如 果 此 极限 存在 , 则 可 表示 为 六 ( x ) ,并 称 之 为 了 在 点 mo 处 
的 导数 。 也 可 以 采用 六 增 量 表达 式 来 表示 此 极限 ， 
j 闸 到 和 + 一 天 各) 
避 8 天 





= 产 (xo) 《10) 
如 果 函 数 在 集合 S 上 的 每 一 点 都 存在 导数 , 则 称 函数 在 集合 $ 上 可 微 。 要 注意 的 是 , 数 
严 =J(xzo) 是 函数 曲线 妃 *) 在 点 (xzo ,Pso)) 的 切线 斜率 。 
定理 1.4 如 果 甬 数 扎 z) 在 点 * = z 处 可 徽 , 则 Kx) 在 点 * = xo 处 连续 。 
根据 定理 1.3, 如 果 函 数 了 在 闭 区 间 [ e,8] 内 可 微 , 则 范 数 六 的 极 值 在 闭 区 间 的 端点 或 在 
开 区 间 (a,5) 的 临界 点 ( 即 六 (*) =0 的 解 )。 
例 1.2 亚 数 . fx)=15x3 -66.5z2+59.5x+35 在 区 间 [0,3] 内 可 币 。 xz) = 45x2 - 123x + 
59.5=0 的 解 为 zi =0.54955 和 xs = 2.40601。 函 数 了 在 区 闻 [0,3] 内 的 家 小 值 和 极 大 
值 分 别 为 ， “ 
minfKO) ,AR3) ,Fa ) Km) =minl35,20,50.10438,2.11850j =2.11850 
和 
maxlF0) ,六 3), 瑚 2 ) ,7(xa)| = maxj35,20,50.10438,2.11850| = 30.10438 
定理 1.5( 罗 尔 定理 ) 设 .AE C[a,6], 且 对 于 所 有 *E (ae,5), 存 在 导数 广 (*), 如 果 Fa) = 
所 5 =0, 则 至 少 存在 一 点 cE (ac 全 满足 P(e) =0。 
定理 1.6{ 均 值 定 理 或 微分 中 值 定理 ) 若 AE Cr[c,], 且 对 于 所 有 ve (ea,5), 存 在 导数 
(xz)》 则 至 少 存在 一 点 ecE (ae ,5) ,使 得 : 
(Co)= ( 包 =Aa) GD) 





成 立 。 
均值 定理 的 几何 意义 是 :函数 曲线 y = fx) 至 少 存在 一 点 (c,F(c)) ,该 点 上 切线 的 斜率 等 
于 过 点 (ea)) 和 点 (5,75)) 的 割 线 的 斜率 。 
例 1.3 函 教 几 x)=sin(x) 在 闲 区 间 [0.1,2.1] 内 连续 , 且 在 开 区 间 (0.1,2.1) 内 可 徽 , 则 根据 
均值 定理 ,至 少 背 在 c ,满足 : 
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(AD=A0.D -0.863209-0.099833 -0 361688 


2.T-0.1 2T=-0. 
Je) = oos(c) = 0.381688 在 区 间 (0.1,2.1) 上 的 解 为 =1.179174。 函 教 曲 线 所 zx)、 
割 线 y = 0.381688x + 0.099833 和 切线 了 = 0.381688x + 0.474215 如 图 T.4 所 示 。 





mm 













1 
人 和 
[| 友 1 罗 。 
如 0 10 ec 1.5 2.05 


图 1.4 将 均值 定理 运用 于 函数 所 x) = sm(x) 上 ,区 间 为 [0.1,2.1] 


定理 1.7( 广 义 罗 尔 定理 ) 车 JE C[e. 疏 ,jz) ,xz) ARo(x) 在 开 区 间 (c ,内存 在， 
且 xz 和 E[a,b], 如 果 对 于 扰 鸭 ) =0 有 7= 0,1,…,n, 则 至 少 存在 一 点 cE(e,D), 满 
足 Fo(e)=0。 


1.1.3 积分 


任 一 原 函 数 , 则 : 

















定理 1.8( 第 一 基本 定理 ) 如 果 函 数 /在 区 间 [ e ,5] 内 连续 , 且 函 数 是 /在 区 间 [e,] 内 的 
[rom =- F6) - Fa 其 严 () = Fa) (2) 

定理 1.9( 第 二 基本 定理 ) 如 果 函 数 / 在 区 间 [ ab] 内 连续 ,日 *E (e,0), 刚 ; 
划 Aoa = ra (9) 





例 1.4 函数 Ps)=cos(x) 在 区 间 [0,zy2] 内 满足 定理 1.9 的 假设 , 则 根据 定理 的 结论 可 得 ; 


直 cos( 日 硬 = ecoa(e)(z2) = 2xcos(z2) 


定理 1.10( 积 分 均值 定理 ) 若 .AE C[e,1], 则 至 少 存在 一 点 cE(a, 儿 满足: 


已 ro)a -Aia) 


九 c) 是 函数 了 在 区 间 [a ,区 内 的 平均 值 。 


例 1.5 函数 天 *)=sin(z) + 梧 sin(3z) 在 区 间 [0,2.5] 内 满足 定理 1.10 的 假设 。 函 数 Fx) 的 


一 个 原画 为 PCz) = - oos(x) -二 oos(3x), 则 画 数 7) 在 区 间 [0,2.5] 内 的 平均 什 
为 


于 zs _ PC2.5) -PFC0) 0.762629 - (_ 1.11111D) 
五 5 二 起 Ar)ae = 2 = 55 
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= 上 上 340 -0.749496 

方程 乓 c) = 0.749496 在 区 间 [0,2.5] 内 有 3 个 解 :c = 0.440566、ca = 1.268010 和 ci = 
1.873583。 长 为 器- a =2.5, 高 为 成 c) =0.749496 的 长 方形 区 域 面 积 为 Fo)(-a) 
=1.873740。 此 长 方形 区 域 的 面积 值 与 函数 …z) 在 区 间 [0,2.5] 内 的 积分 值 相 同 , 二 
考 的 比较 如 图 1.5 所 示 。 


了 DJ=HRD 


六 
2.0 2.5 





图 1.5 “将 积 分 均值 定理 运用 在 作 z) = sin(z) + 于 sn(3s) 上 ,区 间 为 [0,2.5] 


定理 1.11{( 加 权 积 分 均值 定理 ) 若 ./,gECcfa,5], 且 当 e(z)>0 时 有 xE[o,b, 则 至 少 存 
在 一 点 cE(a,5) ,满足 ， 


row = ae(a)d Gd) 
例 1.6 函数 7(x)= sin(x) 和 函数 g(z) = 和 在 区 间 [0,ryf2] 内 满足 定理 1.11 的 假设 , 则 至 少 
存在 一 点 c, 满 足 ; 
aaa 
sn(o = 志 这 - ossael 
瑟 


或 e = arcsin(0.883631) = 1.08356 
1.1.4 级 数 


定义 1.5 设 有 序列 | eu| 7-， 则 >) ”，o, 为 一 无 穷 级 数 , 且 第 ”个 部 分 和 为 95，- > ,ms 
当 且 仅 当 序列 {S, 上 ,收敛 于 极限 $ 时 ,无穷 级 救 收敛 ,可 表示 为 : 

limS = im = (15) 
如 果 级 数 不 收敛 , 则 称 为 级 数 发 散 。 


倒 1.7 已 知 无 穷 序列 jauj3. = 人 LT ,由 第 个 部 分 和 为 


尹 十 上 





1 
1 1 1 1 
2- 补 HE 了 ( 古 -有 -1 二 


因此 ,无 穷 级 数 的 和 为 : 
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S=Ims -im 人 1- 了 1 ) -1 


2 pm 严 十 荆 





定理 1.12( 泰 勒 定理 ) 若 函数 AE C:[a,6], 且 xsE[a,b], 则 对 任意 zxE(a,5, 都 存在 
c<=e(xz)(e 依 顿 于 zx) 位 于 x。 和 x 之 间 , 满 足 : 





zx) = 已 (z)+ 灵 (xz) (16) 

其 中 
已 (xz) = 它 全 (。 一 (7) 

而 且 : 
尼 ( 林 = 丰富 全 Ca (9) 


例 1.8 函 教 所 xz)=sin(x) 满 足 定理 1.12 的 假设 , 则 通过 将 函数 f(z) 在 x =0 处 的 各 阶 导数 
值 带 入 式 (17) ,可 得 到 在 zxo =0 处 m=9 的 虽 阶 泰勒 多 项 式 已 (x): 


xz)=sin(x)， (0) =0， 
(xz)》= cos(x)， 大 (0) =1， 
(xzx)= -sin(xz)， 8"(0) =0， 
AUz)= -ceos(x)， Jo(0) = -1 
(xz) = eos(z)， Jo(0) =1， 


妇 好 和 
Po(z)=x- 有 + 可 -万 + 于 


地 数 了 和 P 在 区 间 [0,2r] 内 的 图 形 表示 如 图 1.6 所 示 。 








图 1.6 函数 所 zx) = sinf x*) 和 泰勒 多 项 式 P(x) = zx - 31 +2151 -FL + 2191 的 图 形 表示 
推论 1.1 如 果 忆 (x) 是 定理 1.12 中 的 n 阶 素 勒 多 项 式 , 则 : 
PS (ma) = FDC(zo) 下 =0,1，… 《19) 
1.1.5 多 项 式 求 值 
设 。 阶 多 头 式 有 如 下 形式 : 


Ps) = az 二 mian 


二 人 (20) 
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誉 纳 (Homer) 方 法 或 综合 除法 是 计算 多 项 式 的 一 种 技术 , 它 可 看 作 是 一 种 峰 套 乘法 。 
例如 ,一 个 5 阶 多 项 式 可 改写 为 由 套 乘法 的 形式 ， 


Pi(z)=((((asx + ad)xz+as)xz+aa)x+ai)xz+ao 
定理 1.13( 用 于 多 项 式 计算 的 霍 纳 方法 ) 若 有 如 式 (20) 的 多 项 式 , 且 * = 。 是 用 于 计算 P(c) 


的 数 。 
设 六. = m ,并 计算 : 


六 = at+epii 其 中 下 =m-ln-2 10 (21) 
出 io = P(c)。 进 一 步 考虑 ,如 果 ; 
of(z) = Bo (22) 
则 : 
P(z)=(z-c)Qo(xz)+R 《23) 


其 中 @o(x) 是 m -1 阶 多 项 式 商 ,RR = ip = P(e) 是 余数 。 
证 明 : 在 式 (23) 中 ,用 式 (22) 的 右边 替换 Oo(x), 用 bo 苦 换 R, 则 可 得 到 : 


下 (x) = (和 一 e)( 坟 好 本 0 二 2 
= 六 和 二 (机 1 的) 这 
+(ai -cbz)xz+(ao -cb) (24) 
通过 比较 式 (20) 和 式 (24; 的 闪 的 系数 可 确定 矿 的 值 ,如 表 1.1 所 示 。 
将 * = e 替换 人 公式 (22), 且 由 于 Rio = 如 ,可 容易 得 出 结论 P(e) = 加, 如下; 
P(o)=(c-c)oo(e)+R = 加 (25) 





证 毕 。 
借助 于 计算 机 ,可 以 很 容易 地 实现 式 (21) 中 计算 束 的 递归 公式 。 一 个 简单 的 算法 如 下 所 示 ; 
ma)=a(n)3 
for 开 =m-1: 一 1:0 
吾 ( 天 ) = @( 开 ) + ex 盏 (天 +1)5 











end 
表 1.1 用 于 才 纳 方法 的 系数 六 
允 比较 式 (20) 和 式 (24) 求解 下 
的 ao 
1 oo-1= 加 -1 
由 本 cp 本 = ak+ 史 
| ao 中 30 = ao + 动 | 











当 手 工 计算 霍 纳 方 法 时 ,将 P(*) 的 系数 写 在 一 行 ,在 w 下 计算 咏 = a + 吃 ， ,这 样 更 加 
方便 。 这 一 处 理 过 程 如 表 1.2 所 示 。 


@” 素 九 关于 1247 年 提出 此 方法 ,而 稚 纳 于 1819 年 提出 同样 的 方法 一 译 老 注 。 
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表 1.2 用 于 综合 除法 过 程 的 需 纳 礁 





输入 ] nm Cn 2 2 人 1 9 

x 0 下 ae 加 2 动 :2 宙 1 
可 包 名 二 政 四 2 和 50= 己 (z) 

输出 








例 1.9 利用 综合 除法 { 堆 纳 方 法 ) 求 PC(3》, 其 中 多 项 式 为 ， 
P(z)= 科 -6x+8z+8x2 +4x 一 40 








5 4 aa oa aa mm 
输入 1 -6 8 8 4 -各 
x=3 3 -9 -3 15 57 
1 -3 -1 5 9 IJ7= P(3)= 加 
扩 8 到 到 本 输出 


因此 ,P(3) = 17。 
1.1.6 微 积分 回顾 的 练习 题 


，(a) 求解 工 = ln -- (42+ DA(2n+ 1) ,确定 {es| = 全 ~- 思 } 并 求解 im es 
(b) 求解 工 = lm (2n2 + bn - 1)1(4m2 +2n +1), 确 定 iel = | -如 + 并 求解 
lim。-。 eao 

- 设 !m 7 是 满足 lim。w =2 的 序列 。 

(《a) 求解 lm -sin(x,) 
(hb) 求解 lm -in(z2)》 

3. 根据 中 值 定理 ,求解 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 满足 值 工 的 数 e。 
(a) 扰 z)》= - 知 +2x+3, 区 间 为 [ -1,0], 工 =2 
(b) AKz)=v 巡 -~Sx-2, 区 间 为 [6,8], 工 =3 

. 根据 极 值 定 理 ,求解 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 的 上 界 和 下 界 。 
(a) Kx) = 空 -3x+1 区 间 为 [ - 1,2] 
(b) 所 z) =eos(z) -sin(x), 区 间 为 [0.2x] 

. 根据 罗 尔 定理 ,求解 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 的 值 。 
(a) Rx)= 刀 -4x2, 区 间 为 [ -2,2] 
(b) xz) = sin(x) + sin(2x), 区 间 为 [0,2x] 

. 根据 均值 定理 ,求解 下 列 数 在 指定 区 间 内 的 “ 值 。 
(a) Fx) =Vxz, 区 间 为 [0,4] 


(D) ALz) = -过 ， 区 间 为 [0,1] 


史 十 
给 定 区 间 [0,3] ,将 广义 罗 尔 定理 应 用 于 函数 Kx) = *(*- 1)(z-3) 上 。 
. 将 第 一 基本 定理 应 用 于 下 列 指定 区 间 内 的 函数 。 





总 








人 


wm 








全 








oo 
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(a) 7(z) = we ,区 间 为 [0,2] 
(CD (xz) = -az ,区 间 为 [ 1] 








和 二 
9 将 第 二 基本 定理 应 用 于 下 列 函 数 。 
四 是 | eeos(Dd 四 是 | 


10. 根据 积分 均值 定理 ,求解 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 的 = 值 。 
(a) Ax)=6x? ,区 间 为 [-3,4] 
《b) (xz) = xcos(x), 区 间 为 [0,3xf2] 

11. 求解 下 列 序列 或 级 数 的 和 。 


人 人) 中 公 } 
人 四 忆 忆 | 全 忆 元 


12. 求解 下 列 函 数 在 x 处 的 4 阶 秦 勒 多 项 式 。 
(a) PCx) =Vz,xo=1 
(b) Kx)= 和 +4 和 +35+1xo= 人 0 
(ec) F(x) = cos(z),xo=0 

13. 设 凡 zx) =sin(xz), 且 P(z) =s -3213! +w515!1 -71 +w219l。 证 明 Pb (0) = 
Jo(0) ,其 中 天 = 1 2 9。 

14. 利用 综合 除法 ( 截 纳 方 法 ) 求 解 P(c)。 
(a) P(x)= 巡 + 好-13x2 -xz 一 12c=3 
(b) P(x)=2z + 难 +x5-2x4-x+23c= -1 

15. 求解 中 心 位 于 原点 ,半径 在 1 ~ 3 之 间 的 所 有 圆 的 平均 面积 。 

16. 设 多 项 式 P(*) 在 区 间 [ o, 归 内 有 = 个 实 根 ,证 明 Pt-5(x) 在 区 间 [a, 内 至 少 有 1 
个 实 根 。 

7. 设 户 六 和 六 在 区 间 [e, 忆 内 有 定义 , 且 .Fa) = 5) =0, 当 Fec)>0ce(e,b 时 ,证 
明 存 在 数 4E (a,5) 满足 F"(a) <0。 


1.2 二 进 制 数 








在 日 常生 活 中 ,人 们 通常 使 用 十 进 制 数 进 行 计算 ,但 大 多 数 计算 机 内 部 通常 采用 二 进 制 
数 。 虽 然 从 表面 上 看 ,计算 机 的 通信 ( 输 人 .输出 操作 ) 是 基于 十 进 制 数 的 ,但 这 并 不 表示 计算 
机 内 部 采用 的 是 十 进 制 数 。 事 实 上 ,计算 机 首先 将 输入 的 十 进 制 数 转换 成 二 进 制 数 ,然后 进行 
二 进 制 运 算 ,最 后 将 答案 再 转换 成 十 进 制 数 显示 出 来 。 可 以 通过 下 述 实验 对 此 进行 验证 。 例 
如 某 计 算 机 的 最 高 精度 为 9 位 十 进 制 数 , 它 计算 下 述 公 式 的 结果 为 ， 


了 0.1 = 9999.99447 G) 





式 (1) 是 对 数 放 进 行 100 000 次 累加 ,而 它 的 算术 精确 值 应 当 是 10 000。 通 过 上 述 分 析 ,说 明 计 
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算 机 的 计算 过 程 存在 着 明显 的 误差 。 在 本 节 的 最 后 ,将 具体 描述 当 计算 机 将 十 进 制 小 数 十 转 
换 成 二 进 制 数 时 ,误差 是 如 何 产生 的 。 
1.2.1 二 进 制 数 

大 多 数 的 数学 计算 都 采用 十 进 制 数 。 例 如 ,十 进 制 数 1563 的 展开 式 为 : 


1563=(1xl0)+(5xlp)+(6xl10)+(3xlo) 


通常 , 若 W 为 一 正 整数 , 则 存在 数 oo, ai ，…，,o 使 得 w 的 十 进 制 扩展 表达 式 为 : 





ww=(aexl0)+(e xl0)+…+(oaxl0)+(ooxl0) 











其 中 数 os 的 取 值 范围 为 10,1，……,8,91。 则 的 十 进 制 表 示 为 : 








N = moreaaalan_ (十进制 ) (2) 





如 果 已 知 数 为 十 进 制 , 则 式 (2) 可 表示 为 : 


站 = akas aclGo 


例如 ,1563 = 1563。 。 
车 用 2 的 寡 表 示 , 则 十 进 制 数 1563 可 表示 为 : 


1563= (1x280)+(1x2)+(0x2)+(0x2)+(0x25) 
+{(0x2)+(1x2)+(1x2)+(0x2)+(Lx20) 
+(1x20) 《3) 


可 通过 如 下 计算 进行 验证 : 


1563 = 1024+512+16+8+2+1 


通常 若 W 为 一 正 整数 , 则 存在 数 bo , ,…,5 使得 m 的 二 进 制 展开 表达 式 为 ; 





六 = (和 x21)+(5-X2790++( 本 x2)+(bx2) (4) 


其 中 数 忆 为 0 或 1。 则 w 的 二 进 制 表示 为 ， 





= 52 机 于 5 (一 进 制 ) (5) 


利用 式 (5) ,可 以 将 式 (3) 表 示 为 : 


1563 = 11000011011,。。 


注 : 单 词 “two 作为 下 标 出 现在 二 进 制 数 的 末尾 ,以 便于 读者 区 分 十 进 制 数 和 二 进 制 数 。 因 此 ， 
111 表示 数 一 百 一 十 一 ,而 ll。 表示 数 七 。 


通常 ,由 于 2 
进 制 表示 位 数 。 
通过 式 (4) 可 


这 样 Y 除 以 2 的 





的 寡 的 增长 小 于 10 的 香 的 增长 ,因此 数 W 的 二 进 制 表示 位 数 远大 于 它 的 十 

[得 到 一 个 计算 W 的 二 进 制 表示 的 有 效 算 法 。 将 式 (4) 的 两 边 同 除 以 2 可 得 ; 
量 - (zx29+(5-ix294+(5x204+ 名 (6) 

余数 是 如 。 下 面 来 计算 5 。 如 果 式 (6) 表 示 为 N/2 = gu + 避 /2, 则 有 : 

@o= (总 x20 0)+(8-X24 2)+…+(bx2)+(Bx20) (7) 

除 以 2 可 得 ; 





将 式 (7) 的 两 边 同 


象 -(ox200r(ctx294 Cax20 + 生 
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这 样 Cu 除 以 2 的 余数 是 六 。 将 这 个 计算 过 程 持续 下 去 ,可 分 别 得 到 商 序列 | Q:| 和 余数 序列 
|&|。 当 找到 整数 7 满足 0, =0 时 ,计算 过 程 停止 。 这 些 序列 符合 如 下 公式 : 

六 =20o+b 

Co=2Q:+ 扇 


@-z=2Q-:+a- 
Q@-=2@ + (=0) (8) 


例 1.10 完成 1563 = 11000011011,. 的 计算 过 程 。 


根据 式 (8) ,从 六 = 1536 开始 ,构造 商 序列 和 余数 序列 : 
1563 =2x 781+1， 加 =1 
781=2x390+1， 向 =1 
390=2x 1935+0， 本 =0 
195=2x 9+1， 本 = 工 
97=2x 48+1， as= 工 
48=2x 24+0， 如 =0 
24=2x 12+0， za =0 
12=2x 6+0， 5 =0 
6=2x 3+0， pa=0 
3=2x 1+l， 9 = 
1=2x 0+1， 5o=1 
虽 1563 的 二 进 制 表示 为 : 
1563 = bb 5 …2 5ow = 11000011011，。 


1.2.2 ”序列 与 级 数 
当 有 理 数 表示 为 小 数 形式 时 ,可 能 需要 无 穷 多 的 位 数 。 下 面 是 一 个 常见 的 例子 : 
于 =03 (9) 


这 里 的 符号 3 表示 数 3 重复 无 穷 次 ,形成 无 穷 循环 小 数 。 式 (9) 的 基 为 10, 而 且 从 数学 意义 上 
讲 , 式 (9) 是 式 (10) 的 一 个 简化 表示 。 


S=(3xl10- +(3x1072) + 二 (3x10-*) + 
= 号 300…- 寺 (10) 


如 果 只 显示 有 限 位 数 , 则 可 得 到 1/3 的 近似 值 。 例 如 ,13~<0.333 = 333/1000。 近 似 值 的 误 
差 为 13000。 根 据 式 (10) ,可 验证 1/3 = 0.333 + 1/3000。 


理解 式 (10) 的 展开 表示 是 非常 重要 的 。 一 个 基本 的 方法 是 在 两 边 都 乘 以 10, 再 相 减 ,如 
下 所 示 。 
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]0S=3+(3x10- 0)+(3xl102)+…+(3x10 ”+ 
-S= -(3x1l0-)-(3x10-2) -人 (3x10) 一 … 
9S=3+(0xjl0-)+(Ox102)+…+(Ox10-) 二 


这 样 可 得 到 3 = 3/9 = U3。 在 许多 有 关 微 积 分 的 书 中 都 可 找到 证 明 两 个 无 穷 级 数 之 差 的 
相关 定理 。 下 面 将 介绍 一 些 基本 概念 ,要 得 到 更 详细 的 内 容 可 参见 与 徽 积分 相关 的 正式 教材 。 


定义 1.6( 几 何 级 数 ) 无 穷 级 数 ， 








六 or =et+er+cr eers 二 《11 
其 中 ez0, 且 rz0, 称 之 为 比率 为 ， 的 几何 级 数 。 
定理 1.14( 几 何 级 数 ) 几何 级 数 有 如 下 性 质 ; 
如果 1rl<1 刚 呈 or = 在 《12》 
如 果 1r1>1 0 (13) 
证 明 :有 限 项 几何 级 数 的 和 订 表 示 为 ; 











So 其中 rz 014) 
为 了 建立 式 (12) ,可 以 看 到 ， 
Iri<1 意 味 着 limr 和 =0 〈I5) 
这 样 当 m-=a ,根据 式 (14) 和 (15) 可 得 : 
JinS， = 下 -ieD = 





I7 
根据 1.1 节 的 式 (15) ,可 证 明 (12)? 成 立 。 
如 果 1r1>1 则 序列 } 天 省 不 收复 。 因 此 式 (14) 中 的 序列 { 3 不 存在 极限 。 这 样 ,可 证 明 
式 (13) 成 立 。 
根据 定理 1.14 中 的 式 (12) ,可 得 到 一 个 将 无 穷 循 环 小 数 转换 成 分 数 的 有 效 方法 。 


例 1.11 














0.3 = 立 3(10)-: = -3+ Yi300)- 
| 给 


3 10_ 工 
全 工 < “3+ 本 = 
瑟 





= -3+ 


1.2.3 二 进 制 分 数 


二 进 制 (基数 为 2) 分 数 可 表示 为 2 的 负 寡 的 和 。 如 果 丸 是 - .个 实数 , 且 0< R< 1, 则 存在 
丰满 足 ， 


及 = (dx2 1)+(dx22)++( 丰 xx2-9) 二 er (16) 
其 中 己 E f0,1。 式 (16) 右 边 的 值 通常 可 表示 成 二 进 制 分 数 形式 ， 
尼 = 0 而 中 (17) 


许多 实数 的 二 进 制 表示 都 有 无 穷 位 。 分 数 7110 的 十 进 制 表示 为 0.7, 但 它 的 二 进 制 表 示 都 有 
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无 穷 位 : 
前 =0.1000。。 (18) 
式 (18) 中 的 二 进 制 小 数 表 示 有 无 穷 位 ,由 0110 四 个 数 重复 循环 构成 。 
现在 可 开发 一 个 计算 二 进 制 表示 的 有 效 算法 。 如 果 式 (16) 的 两 边 都 乘 以 2, 则 结果 为 : 
2 尺 = 丰 + 由 x200+ 和 + 人 xxX221)+) 。 (19) 
式 (19) 右 边 的 括号 中 的 值 是 一 个 小 于 1 的 正 数 。 因 此 da, 是 2R 的 整数 部 分 。 继 续 上 述 步骤 ， 
可 得 到 式 (19) 的 小 数 部 分 ,表示 为 ; 




















= frac(2R) = (dx2-1)+…+ (用 X20)+ 和 (20) 
其 中 fac(2R) 是 实数 2R 的 小 数 部 分 。 在 式 (20) 两 边 乘 以 2, 可 得 ; 
2 本 = 号 Ha x2 0)++(dx272)+ 和) (21) 


根据 式 (21) 的 整数 部 分 可 得 必 = int(2 媚 )。 
如 果 继 续 上 述 过 程 ,无 限 执行 下 去 (如 果 尺 是 一 个 无 限 不 重复 的 二 进 制 表 示 ) , 则 递归 地 
得 到 序列 fa 和 | 本 上 
下 =int(2 且 -1)， 
瑟 = frac(2 严 -1) 《22) 
其 中 四 =int(2R), 且 已 = frae(2R)。 通 过 下 列 收 敛 的 几何 级 数 : 


RR= 六 了 2) 
可 描述 出 有 的 二 进 制 小 数 表 示 。 和 
例 1.12 通过 式 (22)》, 可 以 计算 出 式 (18) 中 7110 的 二 进 制 小 数 表示 。 设 尺 =7110=0.7, 则 ; 


2R=1.4 中 =int1.4)=1 书 = frac(1.4) = 0.4 
2P =0.8 几 =int(0.8) =0 已 =frac(0.8) =0.8 
2 疡 =1.6 中 =int(1.6) =1 瑟 =frac(1.6) = 0.6 
2P =1.2 权 =int(1.2) =1 Fu = frac(1.2) =0.2 
2F4 =0.4 心 =int(0.4) =0 克 = frac(0.4) =0.4 
255 =0.8 d 必 =int(0.8)=0 Fe = frac(0.8) = 0.8 
2Fe=1.6 中 =int(1.6)=1 西 =fmac(1.6) =0.6 


注意 282 =1.6=2F6。 当 上 大 =2,3,4,… 时 ,可 得 到 模式 四 = 由 :和 玉 = 恺 ,io 这 样 
7110=0.10110.。。 


通过 几何 级 数 可 找到 二 进 制 有 理 数 的 十 进 制 形式 。 
例 1.13 求解 二 进 制 有 理 数 0. Du 的 十 进 制 形 式 。 根 据 展 开 式 有 : 


0.0ie= (0x2-0+(1x2-2)+(0x2-3)+(1X2-4)》+ 


-oo os 
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1.2.4 二 进 制 移 位 
通过 移 位 操作 ,可 以 简化 求解 无 穷 循环 的 二 进 制 有 理 数 的 过 程 。 例 如 ,$ 为 : 





S = 0.0000011000,。 (23) 
在 式 (23) 两 边 乘 以 并 ,将 小 数 点 右 移 5 位 ,得 到 32S, 即 ; 
323 =0. 11000。。 (24) 
同样 ,在 式 (23) 两 边 乘 以 2 ,将 小 数 点 右 移 10 位 ,得 到 1024S , 即 ， 
10243 = 11000. 11000..。 (25) 


式 (25) 的 左右 两 边 减 去 式 (24) 的 左右 两 边 可 得 到 992S = 11000。 或 根据 11000,。 = 24, 得 到 
9925 = 24, 则 3 = 8/33。 


1.2.5 科学 计数 法 


通过 对 十 进 制 小 数 点 移 位 并 乘 以 10 的 等 ,是 表示 实数 的 标准 方法 之 一 ,通常 被 称 之 为 科 
学 计数 法 。 例 如 : 
0.0000747 = 7.47 x 10 
31.4159265 = 3.14159265 x 10 
9 700 000 000=9.7x10? 
在 化 学 领域 , 阿 伏 伽 德 罗 (Avogadro) 数 是 一 个 重要 的 常量 ,可 表示 为 6.02252 x 105 。 它 是 
单个 分 子 的 克 原 子 重量 下 的 原子 个 数 。 在 计算 机 中 ,1 天 = 1.024x 10。 


1.2.6 机 器 数 


计算 机 使 用 规格 化 浮 点 二 进 制 表示 实数 。 这 意味 着 实数 * 的 算术 值 并 没有 实际 存放 在 
计算 机 中 ,计算 机 实际 存放 的 是 x 的 近似 值 : 
和 土 了 X2" (26) 
其 中 数 9 称 为 尾数 , 它 是 一 个 有 限 的 二 进 制 数 ,满足 不 等 式 12< 9 <1。 整 数 =” 称 为 阶 码 。 
在 计算 机 中 ,只 使 用 了 实数 系统 的 一 小 部 分 子 集 。 典 型 的 子 集 一 般 只 包含 式 (26) 表 示 的 
一 部 分 。 二 进 制 数 的 个 数 受 9 和 = 的 严格 限制 。 例 如 ,在 下 述 正 实数 集合 中 的 所 有 实数 ， 
0 四 员 机 dmx2 (27) 
其 中 四 = 二 而 中 ,中 ,d 为 0 或 1, 而 且 nmnEi-3,-2,- oa2.3,4。 在 式 (27) 中 尾数 和 阶 
码 各 有 8& 种 选择 ,可 产生 全 个 数 的 集合 : 
10.1000。 x 2-3 ,0.1001。。x2-3，…,0.1110w。x24,0.111lw x241 (28) 
这 似 个 数 的 十 进 制 形式 如 表 1.3 所 示 。 当 式 (27) 中 的 尾数 和 阶 码 受 限 时 ,计算 机 只 能 选 
用 有 限 的 数 存 储 实数 * 的 近似 值 。 
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表 1.3 屁 数 为 4 比特 (bit) , 阶 码 为 n= - 3, -2,…3,4 的 二 进 制 数 集合 的 十 进 制 表示 























阶 码 
尾数 
于 = -3 只 = 一 卫 = -1 严 = 下 工 严 =2 用 =3 疾 = 和 4 
0.1000。 0.0625 0.125 0.25 0.5 1 2 4 8 
0.100tu 0.0703125 0.140625 0.2125 0.5525 1.125 2.25 了 .5 3 
0.1010u 人 .073125 0.15625 0.3125 0.625 1.25 2.5 5 10 
0.101l 0.0859375| 。 0.171875 0.34375 0.6875 1.375 2. 态 5.5 1 
0.1100.。 0.09375 0.1875 0.375 0.75 了 .5 了 后 12 
0.1101. 0.1015625 0.203125 0.40625 了 .8125 1.625 3.2S 6.5 二 
0.1110w 0.109375 0.21875 0.4375 0.875 1. 态 3.5 了 14 
0.111lw。 0,H71875| 0.234375 0.46875 0.9375 1.875 3.75 7.S 15 

















如 果 计算 机 的 尾数 为 4 比特 ,如 何 计算 { 态 + 二) + 去 ? 假定 计算 机 将 实数 四 全 五 人 为 表 
1.3 中 的 二 进 制 数 ,可 根据 表 1.3 查 技 各 个 实数 所 对 应 的 最 佳 近似 值 : 


1 0.110L.x2-3 = 0.01101。x2- 


五 

邑 -0 Il10l。。x2-2 = 0.1101。x2-? 

了 =0.110l。 .1l0lw 

了 1.00111. x2 一 9) 
于 


计算 机 必须 确定 如 何 存储 数 1.0011l。 x 2*。 若 数 被 四 舍 五 人 为 0.1010,。 x 2-…, 则 下 一 
步 是 ， 


前 <0.1010。 x2-1=0.1010。x2-1 


一 0.1011lx2 一 = 0.0I011、x22 


上 

6 

工 0.1111lux2 (0) 
1 


计算 机 必须 确定 如 何 存 储 数 0.1111l。x 2-!。 由 于 假定 数 被 四 含 五 人 , 则 数 被 存储 为 
0.10000。 x2。 因 此 ,加 法 问题 的 计算 机 解 为 , 


藻 ~0.10000- xz2 (0 
计算 机 的 计算 误差 为 : 
藻 -0.10000。~0.466667 - 0.500000w0.033333 (32) 
如 果 用 百分比 来 表示 , 则 误差 为 7.14% 。 
1.2.7 计算 机 精度 


为 了 精确 地 存储 数值 ,计算 机 必须 使 用 二 进 制 浮 点 数 。 其 中 ,要 表示 7 位 十 进 制 数 至 少 需 
要 24 比特 的 尾数 ;如 果 使 用 32 比特 的 尾数 , 则 可 存储 9 位 十 进 制 数 。 现 在 重新 考虑 在 本 节 开 
始 时 式 (1) 中 遇 到 的 困难 , 即 计算 机 累加 110。 

设 式 (26) 中 的 尾数 4 的 位 数 为 32 比特 。 根 据 条 件 112< 9 ,可 得 到 第 一 个 数 由 = 1。 因 
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此 ,9 有 如 下 形式 : 
4=0.1d:dpdo do (33) 
当 把 小 数 部 分 用 二 进 制 形式 表示 时 ,通常 是 无 限 特 环 小 数 。 例 如 下 列表 达 式 : 
而 =0.000。 (34) 
当 使 用 32 比特 的 尾数 时 ,计算 机 对 数 进行 截断 后 的 内 在 近似 值 为 : 
而 ~0.110011001100110011001i001l00llo0。。 x2-? (35) 
式 (35) 中 近似 值 的 误差 为 式 (35) 与 式 (34) 的 差 值 , 即 : 
0. 110D0。 x2- = 2.328306437x 10-1 (36) 


由 于 式 (36) 的 存在 ,计算 机 对 式 (1) 中 的 U10 进行 100 000 次 累加 后 ,必然 存在 误差 。 误 
差 大 于 (100 000)(2.328306437 x 102) = 2.328306437 x 10-5。 实 际 上 ,在 计算 过 程 中 还 存在 着 
更 大 的 误差 。 原 因 是 部 分 和 可 能 随时 会 被 四 含 五 人 ,而 且 随 著 和 的 增加 ,110 的 后 一 个 加 数 远 
小 于 逐渐 增加 的 累加 和 , 它 在 计算 中 的 影响 会 被 念 弃 。 这 样 各 种 误差 带 来 的 组 合 效应 使 得 实 
际 产 生 的 误差 为 10 000 - 9999.99447= 5.53 x 10-3。 


1.2.8 计算 机 浮 点 数 


计算 机 采用 整数 模式 和 浮 点 模式 表示 数 。 整 数 模式 主要 用 来 进行 整数 计算 ,在 数值 分 析 
中 的 作用 有 限 。 而 科学 工程 应 用 中 主要 采用 浮 点 数 。 必 须要 明确 如 下 事实 :在 计算 机 实现 式 
《26) 时 ,尾数 9 的 位 数 是 有 限 的 ,而 有 阶 码 = 的 范围 肯定 也 是 有 限 的 。 

在 以 32 比特 表示 单 精度 实数 的 计算 机 中 , 阶 码 用 8 比特 表示 ,尾数 用 24 比特 表示 。 因 
k, 它 可 表示 的 实数 范围 是 : 





























2.938736 刀 -39 到 1.701412 玖 +38 
( 即 2- 到 22), 有 6 位 十 进 制 数值 精度 (例如 ,2-2 =1.2x10-)。 

在 以 48 比特 表示 单 精 度 实 数 的 计算 机 中 , 阶 码 用 8 比特 表示 ,尾数 用 40 比特 表示 。 因 
此 , 它 可 表示 的 实数 范围 是 ， 

2.9387358771 互 - 39 到 1.7014118346 忆 + 38 
( 即 2- 到 2 ), 有 11 位 十 进 制 数值 精度 (例如 ,2-2 = 1.8x 10-2)。 
对 于 以 比特 表示 双 精 度 实数 的 计算 机 , 它 可 能 用 11 比特 表示 阶 码 ,用 53 比特 表示 尾 
数 。 因 此 , 它 可 表示 的 实数 范围 是 ， 
5.562684646268003 已 - 309 到 8.988465674311580 己 + 307 

( 即 2 到 2 ), 有 16 位 十 进 制 数值 精度 (例如 .2-2 =2.2x10-86)。 


1.2.9 二 进 制 数 的 练习 
1 利用 计算 机 求解 下 列表 达 式 。 提 示 : 目的 是 让 计算 机 重复 执行 减法 计算 ,不 要 借助 于 
乘法 计算 。 
(Ca) 10000- 2 (b) I0 000- 7 0.125 


2. 利用 坟 (大 竺 下 过 
(a) 10101，。 {b) 111000。。 















































mm 0 
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总 


四 


人 


(e) 11111110。。 〈d) 1000000111,。 
。 利用 式 (16) 和 式 (17) ,将 下 列 二 进 制 小 数 转换 成 十 进 制 形 式 。 
(a) 0.11011，。 《b) 0.10101。。 
《e) 0.1010101，。 (d) 0.110110110,。 
。 将 下 列 二 进 制 数 转换 成 十 进 制 形式 。 
(a) 1.0110101。。 (b) 11.0010010001。。 


。 练习 4 中 的 数 是 /2 和 r 的 近似 值 。 求 解 近似 值 的 误差 , 即 计算 下 列 值 。 


《a) Y2 - 1.011010l,.。( 利 用 /5 = 1.41421356237309…) 


(b) rr- 


。 参照 例 


11.0010010001。( 利 用 x= 3.14159265358979… ) 
1.10, 将 下 列 十 进 制 数 转 换 成 二 进 制 形 式 。 


《a) 23 (b) 87 《ce) 378 (d) 238 8 


-参照 例 


1.12, 将 下 列 十 进 制 数 转换 成 如 0.d ds … 必 形式 的 二 进 制 小 数 。 


《a) 3716 (hb) 13716 {e) 23/32 《d) 75/128 


。 参照 例 





1.12, 将 下 列 十 进 制 数 转换 成 二 进 制 无 限 循环 小 数 。 


(a) 110 (b) 173 《ce) 17 


。 求解 下 列 具 有 7 位 有 效 数字 的 二 进 制 近 他 值 的 误差 及- 0.d 史册 忆 风 而 ds 


(a) L10=0.0001100、。 (b) 17=0.0010010。。 


- 证明 二 进 制 展开 式 17 = 0. 0 与 地 = 豆 + 十 + 二 +… 等 价 。 利 用 定理 1.14 来 奸 
立 这 个 展开 式 。 
. 证明 二 进 制 展开 式 15 = Oil 与 二 = 范 + 5 + 4 识 +… 等 价 。 和 用 定理 1.14 来 寻 
立 这 个 展开 式 。 
. 证 明 对 于 任意 的 数 2 ,其 中 N 是 正 整数 ,可 表示 为 w 位 十 进 制 数 , 即 2-" = 


1 





0.d ddrv。 提 示 :I2=0.5,1/4=0.25,…。 


. 根据 表 


3 来 判断 当 用 有 4 位 尾数 的 计算 杭 热 行 下 列 计 算 时 ,会 得 到 什么 结果 。 
1 于 


全 四 (全 二 二 


全 四 全 十 寺 


. 证 明 当 ; 





将 式 (8) 中 所 有 等 式 中 的 2 替换 为 3 时 ,可 得 到 一 个 求解 正 整数 的 三 进 制 表示 








形式 的 方法 ,并 求解 下 列 整数 的 三 进 制 表示 形式 。 


(a) 10 


(b) 23 (ce) 421 (d) 178 4 





. 证 明 当 


将 式 (22) 中 所 有 等 式 中 的 2 替换 为 3 时 ,可 得 到 一 个 求解 正 数 Rt0< R< 了 的 





三 进 制 表示 形式 的 方法 ,并 求解 下 列 正 数 的 三 进 制 表示 形式 。 


《a) 173 


(《b) 2 (c) II0 (d) 11727 


: 证 明 当 将 式 (8) 中 的 所 有 等 式 中 的 2 替换 为 5 时 ,可 得 到 一 个 求解 正 整数 的 五 进 制 表 





未 形式 的 方法 ,并 求解 下 列 整数 的 五 进 制 表示 形式 。 


(a) 10 


(b) 35 (ce) 721 【qd) 7334 
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17. 证 明 当 将 式 (22) 中 的 所 有 等 式 中 的 2 替换 为 5 时 ,可 得 到 一 个 求解 正 数 RUO0< R<1) 
的 五 进 制 表示 形式 的 方法 ,并 求解 下 列 正 数 的 五 进 制 表示 形式 。 
《a) 13 《b) 17/2 《e) 110 (d) 154/625 








1.3 误差 分 析 


读者 将 从 数值 分 析 的 练习 中 学 习 到 非常 重要 的 一 点 , 即 计算 结果 并 不 确切 地 等 于 精确 结 
果 , 因 为 存在 不 少 隐 含 的 方法 会 破坏 数值 结果 的 精度 。 对 这 一 点 的 理解 将 有 助 于 研究 人 员 实 
现 和 开发 正确 的 数值 算法 。 


定义 1.7 设 忆 是 p 的 近似 值 , 则 绝对 误差 是 吾 ,简称 误差 。 相 对 误差 是 只 = 1p -BMPpi, 其 
中 Pz0。 

误差 仅仅 是 真 值 与 近似 值 之 间 的 差 ,而 相对 误差 在 很 大 程度 上 依赖 于 真 值 。 
例 1.14 找 出 下 面 三 种 情况 下 的 误差 和 相对 误差 。 

设 Y=3.141592, 和 = 3.14, 则 误差 为 ; 

















媚 =1xz-21= 13.141592 -3.141 = 0.001592 (la) 
相对 误差 为 : 
lz-z1 0.001592 
“一 39015920.00507 
设 y=1000 000,7 = 999 996, 则 误差 为 ; 
至 =1y7-ylL=11000 000-999 9961 =4 (lb) 
相对 误差 为 : 
_ly-yl 4 
咏 -7 “100000-0.000004 
设 :=0.000012,z = 0.000009, 则 误差 为 ， 
玉 = 1z-21 = 10.000012 - 0.0000091 = 0.000003 (lo) 
相对 误差 为 ; 
_1z-2[ 0.000003 
玉 = 1 = 人 00005=0.5 


在 例 (1a) 中 ,已 和 妨 间 无 太 大 差别 ,都 可 用 来 判别 # 的 精度 。 在 例 (Lb) 中 ,y 值 的 数量 级 为 
10? ,误差 瓦 很 大 ,相对 误差 很 小 。 在 这 种 情况 下 ,可 认为 了 是 7 较 好 的 近似 值 。 在 例 (1c) 中 ， 
xz 值 的 数量 级 为 10“, 误 差 及 是 3 种 情况 中 最 小 的 ,但 相对 误差 是 最 大 的 。 如 果 用 百分数 的 
形式 ,相对 误差 为 25 儿 ,这 样 :是 z 的 不 良 近似 值 。 当 1p1 远 离 1 时 (大 于 或 小 于 ) ,与 误差 西 
相 比 ,相对 误差 叉 能 更 好 地 表示 近似 值 的 精确 程度 。 由 于 相对 误差 直接 处 理 尾数 ,所 以 浮 点 
形 示 主要 采用 相对 误差。 

定义 1.8 如 果 了 是 满足 下 列 不 等 式 的 最 大 正 整数 ,出 称 数 六 近似 p 时 具有 d 位 有 效 数字 。 


lp-pl 10 
IE < 3 (2) 
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例 1.45 判断 例 1.14 中 近似 值 的 有 效 数 字 。 
如 果 x =3.141592,z =3.14, 则 1z -xxzl=0.000507.< 10-2/2。 因 此 ,近似 定时 具有 2 


位 有 效 数 字 。 (3a》 

如 果 了 = 1 000 000,7 = 999 996, 则 17 -了 1171 = 0.000004 < 10-5/2。 因 此 , 少 近 似 了 时 具 

有 35 位 有 效 数字 。 (3b) 

如 果 z=0.000012,z = 0.000009, 则 lz -zl/1z1=0.25<10-2/2。 因 此 这 近似 z 时 无 有 效 数 字 。 (3) 
1.3.1 截断 误差 


截断 误差 通常 是 指 用 一 个 基本 表达 式 替 换 一 个 相当 复杂 的 算术 表达 式 时 所 引 和 人 的 误差。 
这 一 术语 从 用 截断 泰勒 级 数 普 换 一 个 复杂 表达 式 的 技术 中 衍生 而 来 。 例 如 ,无 穷 夫 勘 级 数 ; 


， 6 2 
一 2 + 多 十 攻 二 和 和 
全 一 下 + 区 + 开 + 引 + 机 十 + 





可 用 它 的 前 5 项 1+ z+ 匣 + 条 + 箱 来 其 代 。 这 样 可 以 完成 求解 累积 的 数值 近 似 值 。 
例 1.16 设 有 | ， 字 de =0.54967109184= 了 , 当 用 各 疡 素 寺 级 履 (2)=14 22+ 半 + 和 < 江 


被 积 函 数 /zx) = of 时 ,确定 积分 近似 值 的 精度 。 





蔡 换 后 的 积分 近似 值 为 : 
Le 6 ， ， ， 、:- 
人 和 区 尼 这 六 

上 (1+z + 开 + 下 + 厅 ) dr = (+ 了 + 纪 37 + 3 + 区 5) 
411 1 ,11 
= 了 + 允 + 籁 + 列 而 +10 55 
_2109491 _ 
= 了 的 双 =0.s4o86720817 -5 


因为 10 2 > 1p -61E=7.03442 x 10-7 > 10-672， 则 近似 值 P 近似 真 值 P = 


0.544987104184 时 有 5 位 有 效 数 字 。y = Kx) = e ,y = Pa(x) 的 曲线 转 , 范 围 在 0< xs12 
内 的 梧 线 下 区 域 面 积 各 图 1.7 所 示 。 


了 2 


DJ 及 (CD 








0.0 0.5 ]1.0 1.5 
图 1.7 -天 = e ,= 起 (9 的 函数 江 线 图 ,以 及 当 0< < 二 时 曲线 下 的 区 域 面 积 


T.3.2 舍 入 误差 
计算 机 表示 的 实数 受 限 于 尾数 的 固定 精度 ,因此 有 时 f 不 能 确切 地 表示 真 值 ,这 一 类 型 的 
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误差 被 称 为 伟人 误差 。 在 上 一 节 中 ,计算 机 对 存储 的 实数 10 = 0.0001L。。 进行 了 截断 ,对 实 
际 存储 在 计算 机 中 的 数 的 最 后 一 位 进行 了 四 舍 五 人 。 综 上 所 述 , 由 于 计算 机 硬件 只 支持 有 限 
位 机 器 数 的 运算 ,因此 在 计算 中 将 可 能 引入 和 传播 舍 人 误差。 


1.3.3 人 金 去 和 舍 入 


设 任意 实数 p 的 规格 化 浮 点 表示 形式 为 : 
靖 = 十 0.did 丰 10" (4) 
其 中 当 j > 1 时 ,有 1< 由 <9 和 0< 几 <9。 设 上 是 计算 机 浮 点 计算 中 浮 点 数 的 最 大 位 数 ， 
则 实数 p 表示 为 pas(p): 














ae(Pp) = 土 0.d 友 直下 xl10" 《5) 
其 中 当 1<y<t 时 ,有 0<d<9 和 1<ds9。 数 As。(P) 称 为 的 含 去 浮 点 表示 (chopped 
Boating - Pointing representation) 。 在 这 种 情况 下 ,As。(z) 的 第 上 位 数 与 p 的 第 大 位 数 相同 。 另 一 
种 不 位 表示 法 是 伟人 浮 点 表示 (rounded floating - point representation) 及 (PP ): 
Rap) = 土 0.d 中 矶 mx10" (6) 
中 当 1<y<i 时 ,有 1< 由 和?9 和 0<d 必 过 9, 而 且 最 后 一 位 数 n” 是 最 逼近 丰 dd 
的 整数 。 例 如 ,有 实数 ; 











书 = 学 =3.142857142857142857… 


则 有 如 下 的 6 位 有 效 数字 表示 形式 : 
am(P) =0.314285 x I0) 
up) =0.314286 x 10: 
通常 ,p 的 含 去 表示 和 含 人 表示 可 分 别 写成 3.14285 和 3.14286。 读 者 必须 从 根本 上 了 解 
和 注意 计算 机 使 用 的 各 种 舍 人 浮 点 表示 法 。 


1.3.4 精度 损失 
设 有 两 个 数 p = 3.1415926536 和 p = 3.1415957341 ,二 者 几乎 相等 ,上 且 都 有 11 位 有 效 数字 
精度 。 它 们 的 差 为 ;p- 9 = -0.0000030805。 由 于 P 和 9 的 前 6 位 数 相等 ,所 以 它们 的 差别 只 


有 5 位 数字 精度 。 这 种 现象 称 为 精度 损失 (lose of significanee) 或 差额 抵消 (subtmactive caneel- 
lation) 。 如 果 不 注 意 到 这 一 点 ,最 终 计算 结果 的 精度 可 能 会 逐渐 减少 。 





例 1.17 次 zxe(YrT-Y5) 8(z) = 77。 用 6 位 有 效 数字 和 合 入 法 比较 
7(500) 和 8(500) 的 计算 结果 。 
先 考虑 第 一 个 函数 : 


7500) = 500(V501 - Vv500) 
= 500(22.3830- 22.3607) = 500(0.0223) = 11.1500 
对 于 &(x) 有 : 


-50 
6500 -7 疝 +7 殴 
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四 3500 _ 3500 
”22.3830+ 22.3607 “44.7437 


从 数学 意义 上 讲 , 第 二 个 函数 SB(*) 等 价 于 FLx) ,其 推导 过 程 如 下 所 示 ， 
xz(VZATI-VZ)(VSTIrVE) 
V x+TIT+YZ 
-的 (VarT -wz 
W + 工 +VYX 


= 11.1748 


天 xx) = 


党 
EVAAiAHVY 


结果 5(500) = 11.1748 存在 较 少 的 误差 ,当真 值 11.174755399747198… 舍 入 到 6 位 数 时 与 
&(500) 的 值 相同 。 


读者 可 通过 习题 12 学 习 如 何 避 免 在 二 次 根 公式 中 的 精度 损失 。 下 例 显示 的 截断 泰勒 级 
数 有 时 有 助 于 避免 精度 损失 造成 的 误差 。 


例 1.18 设 
刀 -1-x 1 xx 好 
Ai)= 一 本 Ps)= 广 + 癌 + 斑 

用 合 入 法 和 6 位 有 效 数 字 比 较 扩 0.01) 和 已 (0.01) 的 计算 结果 。 丕 数 P(x) 是 Fz) 


在 #=0 处 的 展开 的 二 阶 泰 勒 多 项 式 。 








对 于 第 一 个 画 数 有 : 
ee -1-0.01 1.010050-1-0.01 
0.01) = 00 = DG =0.5 
对 于 第 二 个 通 数 有 : 
1 0.01 0.001 
P(0.0D =- 元 + + 到 


=0.5+0.001667 + 0.000004 = 0.501671 
结果 P(0.01) = 0.501671 存在 较 少 的 误差 ,当真 值 0.50167084168057542… 售 入 到 得 位 数 
时 与 8(500) 的 值 相同 。 


对 于 多 项 式 求 值 计 算 ,有 时 可 以 通过 将 表达 式 重新 表示 为 笑 套 乘 的 形式 ,以 获得 较为 理想 
的 结果 。 


例 1.19 设 P(z)= 达 -3z2+3z-1 和 OO(z)=((z -3)x +3)xr -1。 用 3 位 含 入 算法 计算 
P(2.19) 和 @(2.19) ,并 与 页 值 进行 比较 ,其 中 P(2.19) = 0(2.19) = 1.685159。 


P(2.19)= (2.19P -3(2.19)2+3(2.19) -1 
=10.5-14.416.57-1=1.67 
Q@(2.19)=((2.19-3)2.19+3)2.19-1=1.69 
误差 分 别 为 0.015159 和 - 0.004841, 则 近似 值 @(2.19)=1.69 的 误差 较 小 。 习 题 6 探讨 
了 当 接 近 多 项 式 根 时 的 求解 情况 。 
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1.3.5 0O( 和 加 ] 阶 有 逼近 
序列 { 记 ] 和 人 工 ]】 都 明显 地 收 系 到 0。 而 且 第 一 个 序列 比 第 二 个 序列 收敛 得 快 。 在 


接 下 来 的 章节 中 ,会 使 用 一 些 特殊 的 术语 和 表示 以 描述 序列 如 何 快速 收 伍 。 

定义 1.9 设 有 函数 护 &) 和 8(z) ,如 果 存在 常数 C 和 ,使 得 ; 

对 任意 关 <c, 有 1RR)1sC1g(CE)1 (7) 
则 称 函 数 扎 j) 为 Bi Op 画 数 g(z) ,表示 为 妃 ) = O(g(R))。 

例 1.20 设 有 函数 FLx) = 和 +1 和 BE(x)= 和 ,由 于 当 委 反 妇 时 ,有 1<sx3 且 xz1, 因 此 可 推 
导出 当 x 关 1 时 ,有 妈 +1<s2x。 因 此 xz)=O(8(z))。 

对 于 常见 的 基本 函数 (x" ,xz”“ ,er log 等 ), 符 号 “big 0h" 表 示 提 供 了 一 个 描述 画 数 增长 
率 的 有 效 方法 。 

用 类 似 的 方法 也 可 描述 序列 的 收敛 率 。 


定义 1.10 设 有 两 个 序列 {x}7, 和 { 和 }-。 如 果 存 在 常数 C 和 六 ,使 得 : 
对 任意 n 六 ,有 41s Cl (8) 
则 称 序 列 {x. 上 以 序列 fy.| 为 上 界 ,并 记 为 :mw = O(y,)。 











2?-1 呈 1 一 1 1 
例 1.21 因为 对 任 志 a>1, 衣 “1< 吉 = 二, 所 以 2 了 1= 0( 工 )。 


严 





通常 用 函数 p( 畴 ) 近 似 冰 数 ,FA) , 且 误差 界 表示 为 站 [如 1, 这 引出 下 述 定义 。 
定义 1.11 设 函 数 灵 妨 的 近似 为 p(&) , 且 存 在 实 常 数 W >0 和 正 整数 " ,满足 : 
全 二 01 <， 当 关 屁 够 小 时 (9) 
则 称 PR) 以 近 他 阶 O( 居 ) 来 近似 PR》 表示 为 ; 
=)+O(Ci) (10) 


将 式 (9) 重 写 为 17(A) - P( 太 )1 反 寻 1 和 1 可 以 看 到 ,符号 O( 友 ) 代 表 误差 界 1 如 1。 接 
下 来 的 结论 可 用 来 定义 两 个 函数 的 四 则 运算 。 


定理 1.15 设 扎 i)=P(i)+O( 久 ),E(p) =9(5)+O( 有 )》 且 r=aminlmynh 则 : 

















AD+E(I=P( 人 +9( 有 + DO) (GD) 
DeE( 人 =P(9(ED+O() (12) 

而 且 ; 
全 -2 向 oo() 其 he(Dzo, 且 CDxg (3) 


当 将 P(z) 看 做 是 妃 *) 的 第 = 个 泰勒 多 项 式 近似 值 时 , 余 项 可 指定 为 (如 +1) ,这 代表 被 
忽略 的 从 寡 刀 ” 开 始 的 项 。 余 项 收敛 到 0 的 速度 与 和 收敛 到 0 的 速度 一 样 , 它 们 的 关系 了 可 
表示 为 : 
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DO(i3) 本 和 1 (14) 


这 里 六 要 足够 小 。 因 此 符号 O( 尼 ) 可 用 ”表示 ,其 中 W 是 一 个 常数 ,或 "可 理解 为 
常数 "。 


定理 1.16( 泰 勒 定理 ) 设 AE C [ae, 归 内 ,如 果 xo 和 x=xo+ 天 都 在 区 间 [a, 加 内 , 则 : 
四 所 
x+ph) = > 辣 呈 +O(O2r 《15) 
洛 一 丰 
下 面 的 例子 阐明 了 上 述 定 理 。 计 算 过 程 使 用 了 加 法 性 质 ( 详 O( 外 ) + @( 天 ) = O( 姑 ) (这 
DO(i)+O(i)=O(F)) 其 中 r=minip,yl, 和 乘法 人 性质 (ii)O(i)O( 天 ) = (及 ) ,其 中 
S5=p+go 
例 1.22 考虑 如 下 泰勒 多 项 式 的 展开 : 
1+14+ 和 + 和 +OC) 和 oa( 甩 =1- 和 + 和 +O() 
殴 定 它们 的 和 与 积 的 近似 阶 。 
对 于 求 和 有 ; 


2 1 2 
00 人 有 





且 


有 +O(C2) 


=2+A+ 和 +O()+ 邱 1 OO) 
因为 ao 条 = 0O( 名 ) 和 0O( 色 )+O(i) = 0O( 凡 ), 上 式 可 简化 为 : 


ef + cos( 太 ) = 2+ + 各 + 0() 


近似 阶 为 O( 玉 )。 
对 于 乘积 的 处 理 和 求 和 类 似 , 如 下 所 示 : 


加 
eeos( 科 = (1+A+ 丰 + 和 +OCj 人 1- 


={1+a+ 务 + 务 )(- 大 + 务 ) 


间 
碳 + 务 +OC)) 


4 (+ 和 + 外 )oGo+(1- 丰 + 和 oroC02)o0o) 


=148- 往 - 吃 - 每 + 的 + 可 +O004O()+ OOC) 


由 于 O(j)O( 如 ) = O(ho) ,并 且 ; 
- 往 -每 + 罗 + 丰 +O0O+ Oo)+ OU = OU 
上 述 表 达 式 可 简化 为 
en cos( 责 ) = 上 十 二 -和 + (到 ) 
这 样 近 似 阶 为 DC )。 
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1.3.6 序列 的 收敛 阶 
通过 计算 一 系列 逐渐 接近 需求 解 的 近似 值 可 进行 数值 逼近 。 定 义 1.10 中 给 出 了 针对 序 
列 上 界 的 定义 ,而 序列 收敛 阶 的 定义 与 函数 的 近似 阶 的 定义 1.11 类 似 。 
定义 1.12 设 lim。。 zx = x, 有 序列 |r|”，, 且 lim, -or =0。 如 果 存 在 常量 > 0, 满 足 ， 
加 二 Km 足够 大 
则 称 {xo17-) 以 收 化 阶 os。 ro 
可 表示 为 和 = x+ O(nm) ,或 表示 为 xx, 收 伍 阶 为 O(r )。 


例 1.23 设 有 和 =eos(n)/ 肥 和 天 =1/m2, 则 lim xu =0, 收 敏 阶 为 D(1/n2)。 根 据 如 下 关系 
式 可 马上 推导 出 上 述 结论 : 


leos(Cma)7P1 
17m21 





= lcos(n)1<1 对 所 有 的 


1.3.7 误差 传 播 


下 面 研究 在 连续 计算 过 程 中 误差 是 如 何 传播 的 。 考 虑 数 p 和 4( 真 值 ) 的 加 法 运算 ,它们 
的 近似 值 分 别 为 上 和 4 ,误差 分 别 为 e 和 se。 从 =P +e 和 9= 了 +ey 开始 ,它们 的 和 为 ，; 
pP+qg=(P+e)+t(g+er)=(P+l)+(e+e) (16) 
因此 对 于 加 法 运算 ,整个 和 的 误差 是 每 个 加 数 的 误差 的 和 。 
在 乘积 计算 过 程 中 ,误差 的 传播 将 更 为 复杂 。 乘 积 表达 式 如 下 所 示 ; 
四 = (5+g)(g+ey)= 交 +Pe + 和 e+eney 《17) 
因此 ,如 果 忆 和 4 的 绝对 值 大 于 1, 则 原来 的 误差 产 , 和 全。 会 被 放大 成 e 和 sy。 如 果 观 察 相对 
误差 ,可 以 得 到 更 深入 的 了 解 。 重 新 排列 式 (17) 中 的 项 可 得 到 ， 

















站 -入 = 多 + Gg) 
假定 0, 且 9 关 0, 则 用 m9 除 式 (18) 可 得 到 乘积 的 相对 误差 ， 
Rn = 姻 - 多 二 的 6 -Ps 2 1 ea (19) 
到 四 到 


进一步 假设 5 和 4 是 p 和 ? 较 好 的 近似 ， 网 各 ro 且 忆 Ri = (epjp)(er1g)=0(R 和 
尺 是 近似 值 和 4 的 相对 误差 )。 将 它们 蔡 换 到 式 (19) 中 可 得 到 如 下 简化 的 关系 式 ， 


Ri +0= 忆 + 忆 (20) 


这 表明 乘积 mm 的 相对 误差 大 致 等 于 和 4 相对 误差 的 和 。 

初始 误差 通常 通过 一 系列 的 计算 进行 传播 。 对 任何 数值 计算 而 言 ,都 要 尽量 减少 初始 误差 ， 
为 初始 条 件 下 的 小 误差 对 最 终结 果 产生 的 影响 较 小 。 这 样 的 算法 称 为 稳定 的 算法 ;否则 , 称 为 
不 稳定 的 算法 。 在 数值 分 析 中 ,应 当 尽量 选用 稳定 的 算法 。 下 述 定义 将 用 来 描述 误差 的 传播 。 
定义 1.13 设 。 表示 初始 误差 ,e(n) 表 示 第 ” 步 计算 后 的 误差 增长 。 如 果 1e(n)1~ 和 , 则 称 
误差 按 线性 增长 。 如 果 1e(m)1 = Ke , 则 称 误差 按 指数 增长 。 如 果 K> 1, 则 当 m-=m 时 , 误 益 
的 指数 无 界 增 长 ;如 果 0< 上 <1, 则 当 nm 时 ,误差 的 指数 增长 趋 于 0。 
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下 两 个 例子 显示 了 初始 误差 可 稳定 传播 或 不 稳定 传播 。 在 第 一 个 例子 中 ,介绍 了 3 个 算 
法 。 每 个 算法 递归 生成 同一 序列 。 在 第 二 个 例子 中 ,将 对 初始 条 件 进 行 一 些小 改动 ,同时 对 误 
差 传播 进行 分 析 。 
例 1.24 用 无 限 精度 算法 结合 下 列 3 个 方案 可 递归 生成 序列 {173"17-o 中 的 各 项 值 。 





站 = 工具 妆 = 训 mn 当 呈 =1.2，… (21a) 
1 4 1 也 

Po=1lpPi= 可 县 本 = 本 Po-l- 可 Ba， 当 于 =2,3，… (2tb) 
1 

mo=19 = 可 且 和 = 区 -wa 当中 =2,3，… (21e) 


式 (21a) 的 部 义 很 明显 。 在 (21b) 中 ,差分 方程 的 通 解 是 局 = 4(1/3*) + 吓 。 这 可 以 通过 直 
接替 接 方法 进行 验证 : 
和 p_i- 序 pP := 4( 千 + - 站 人 
4 3 4 1 1 
=( 藉 - 计 )4- (于 -二 8=4 二 +8= 

设 4=1 且 引 =0, 则 可 得 到 期 望 的 序列 。 在 (21c) 中 ,差分 方程 的 通 解 是 9 = 4(1/3") + 
B3*。 同 样 可 通过 直接 替换 方法 进行 验证 : 

10 1 4 


和 9-( 和 + 








= ( 帮 - 史 4-(G0- Da*-? 


= 4 二 + B3" = 和 
设 4=1 且 召 =0, 则 可 得 到 期 望 的 序列 。 


例 1.25 用 下 列 方 玉 求 出 序列 | io = | 3"| 的 近似 值 : 


站 =0.99996 且 六 = 到 mi 当 半 =1,2，… (22a) 
mm=LPL=0.33332 且 相 = 卫 Pi 于 ma 当 呈 =2.3，…- (22b) 
@@=19=0.33332 且 g = 切 9 -9 昨 由 -23 (22o) 


在 (22a) 中 ,初始 误差 m = 0.00004, 在 (22b) 和 (22e) 中 ,pi 和 9) 的 初始 误差 为 0.000013。 
试 研究 每 个 算法 的 误差 传播 情况 。 

表 1.4 给 出 了 每 个 序列 的 前 10 个 数值 近似 解 ,同时 表 1.5 给 出 了 每 个 算法 的 误差 。|r | 
的 误差 是 稳定 的 , 且 按 指数 级 递减 。{ | 的 误差 是 稳定 的 。|9,j 的 误差 是 不 稳定 的 , 且 按 
指数 级 增长 。 尽 管 1p | 的 误差 是 稳定 的 ,但 由 于 当 户 -0 有 mw, 所 以 误差 在 结果 中 最 
终 占 支配 地 位 ,ps 后 的 项 无 有 效 教 字 。 图 1.8、 图 1.9 和 图 1.10 分 别 显示 了 | |， fm ， 
1 9. 的 误差 。 
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表 1.4 序列 [| = 11/3" | 与 近似 值 [r |,fpoj 和 121 


















































中 nm 剖 PPn 外 
9 1 =1.0000000000 0.9999600000 1.0000000000 1.0000000000 
1 村 =0.3333333333 0.3333200000 0.3333200000 0.3333200000 
2 二 =o300U11 0.1111066567 0.111093330 0.1110666667 
3 二 = 0.0370870370 0.370855556 0.0370177778 0.369022222 
4 埋 =0.0123456790 0.0123451852 0.0123259259 0.0119407407 
5 高 =0.00t1szz63 0.0041150617 0.0040953086 0.0029002459 
扣 这 =10.0013717421 0.0013716872 0.0013517695 一 0.0022732510 
7 5 = 00004572474 0.0004572291 0.0004372565 一 0.0104777503 
8 三 =0.000l524l58 0.0001524097 0.0001324188 一 0.0326525834 
9 所 向 =00000gs0s3 0.0000508032 0.0000308063 一 0.0983641945 
10 。 局 和 =0.0000169351 0.0000169344 一 0.0000030646 一 0.2952280648 
表 1.5 误差 序列 [zu -天 jz 一品 和 [zx -oj 
天 hr 3 和 
作 0.0000400000 0.0000000000 0.0000000000 
1 0.0000133333 0.0000133333 0.0000013333 
2 0.0000044444 0.0000177778 0.0000444444 
3 0.0000014815 0.0000192593 0.0001349148 
4 0.0000004938 0.0000197531 0.0004049383 
5 0.0000001646 0.0000199177 0.0012149794 
6 0.0000000549 0.0000199726 0.0036449931 
7 0.0000000183 0.0000199909 0.0109349977 
8 0.0000000061 0.0000199970 0.0328049992 
9 0.0000000020 0.0000199990 9.0984149998 
10 0.0000000007 0.0000t99997 习 .2952449999 
加 
0000015|  。 
0000014| 
0.000005| 。 
十 > 二 人 
的 4 车 四 六 


到 1.8 稳定 递减 的 误差 序列 jx. - nj 
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mr- 雇 


0.00002 人 | 
0D.000013| 
0.000010 
0.000005| 








2 了 6 8 1 


图 1.9 稳定 的 误差 序列 jx - 户 上 


。 ae 位 





图 1.10 不 稳定 的 误差 序列 |x。 - 9 上 


1.3.8 数据 的 不 确定 性 


从 真实 世界 中 得 到 的 数据 包含 一 定 的 不 确定 性 和 误差 ,这 一 类 型 的 误差 被 称 为 井 声 , 它 将 
影响 任何 数值 计算 的 精度 。 采 用 有 噪声 的 数据 进行 连续 的 计算 并 不 能 提高 精度 。 因 此 ,如 果 
初始 数据 有 4 位 有 效 数字 的 精度 , 则 计算 结果 也 只 具有 4 位 有 效 数 字 的 精度 。 例 如 , 设 数据 
Pi=4.152 和 pz = 0.07931 都 有 4 位 有 效 数 字 的 精度 , 则 从 计算 器 上 得 出 的 结果 (Pi + PP = 
4.23131) 将 被 忽略 。 因 为 ,从 有 噪声 的 数据 得 出 的 结果 不 可 能 比 初始 数据 具有 更 多 的 有 效 数 
字 位 数 , 因 而 正确 的 答案 应 该 是 Pi + Pa =4.231。 


1.3.9 误差 分 析 的 练习 


1 





求 解 误差 已 和 相对 误差 员 ,并 判定 近似 值 的 有 效 数字 的 位 数 。 
(aj x = 2.71828182,7 = 2.7182 

(b) y = 98 350,7 =98 000 

(ec) z= 0.000068,: = 0.00006 


。 完成 下 列 计算 : 


| et {1+ 2 + 条 + 务 ) 秋 = 也 
指出 在 这 种 情况 下 会 出 现 哪 种 类 型 的 误差 ,并 将 计算 结果 与 真 值 p = 0.2553074606 进 
行 比较 。 
(a) 设 pl =1.414 和 p = 0.09125, 精 度 为 4 位 有 效 数字 , 求 和 pl + 玉 与 积 mp 的 合 
适 解 。 
(b) 设 PP =31.415 和 户 = 0.027182, 精 度 为 5 位 有 效 数字 , 求 和 mm + 挛 与 积 pa 的 
合适 解 。 


， 完成 下 列 计算 ,并 指出 在 这 种 情况 下 会 出 现 哪 种 类 型 的 误差。 


in 人 瑟 ai 下 
四 <( 到 +0.00001] -sn( 杜 ) _ 0.70711385222 -0.70710678119 
50000 = 00001 = 
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CD) 了 (2+0.00005) - mn(2)》 - 0.69317218025 -0.69314718056 - 
0.00005 = 0 








， 有 时 ,利用 三 角 或 代数 恒等式 重新 排列 函数 中 的 项 可 避免 精度 损失 。 求 下 列 函 数 的 


等 价 公式 以 避免 精度 损失 。 
《a) In(z+1l) -In(xz), 其 中 x 较 大 


(bj v 达 +1-x, 其 中 x 较 大 
(ec) cos (xz) -sin (xz) ,其 中 xm/4 


(9 ee ,其 中 mx 





- 多项式 求 值 。 设 P(z) = 只 -3 +3z-1,O(x)=((z-3)x+3)z-1Rz)=(e Da。 


(a) 用 4 位 伟人 计算 P(2.72)， 0@(2.72) ,及 (2.72)。 在 计算 P(z) 时 , 设 (2.72) = 
20.12,(2.72) =7.398。 

(《b) 用 4 位 伟人 计算 已 (0.9%75) ,0(0.975) ,R(0.975)。 在 计算 P(x) 时 , 设 (0.975)3 = 
0.9268,(0.975)2 = 0.9506。 


用 3 位 伟人 计算 下 列 和 ( 按 给 定 的 顺序 求 和 )， 


人 对 ,二 中 卫 ， 居 


， 讨论 下 列 计算 过 程 中 的 误差 传播 ; 


(a) 三 个 数 的 和 : 
P+g+r=(B+e)+t(g+er)+(F+e) 


(b) 两 个 数 的 商 ， 卫 = 了 二 ce 


9 9+ey 
(9) 三 个 数 的 积 : 
Per=(Pp+e)(+e)(+e) 


设 有 泰勒 展开 式 : 





=1+4+ 丰 + 妇 +O( 色 ) 


和 


oos( 如 ) =1- 条 + 在 和 TOC1) 


芯 
判定 它们 的 和 与 积 的 近似 阶 。 


- 设 有 泰勒 展开 式 ， 


ee=1+8+ 和 在 + 重 + 和 +0(1) 
和 
sin( 大 ) = 4 - 丰 + O(00) 
判定 它们 的 和 与 积 的 近似 阶 。 


. 设 有 泰勒 展开 式 : 


oOD=1- 看 + 生 +O(1) 
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巴 





和 
sin( 有 上) = 天 - 务 + 克 +O(1) 
判定 它们 的 和 与 积 的 近似 阶 。 
. 政 进 二 次 根 公式 。 设 ez0, 姑 -4ac>0, 且 有 方程 oo + ie + c=0。 通过 如 下 二 次 根 
公式 可 解 出 方程 的 根 。 
-+V-4ac eV 一 4 
全 二 = 2 和 2 = 2 
证 明 这 些 根 可 通过 下 列 等 价 公式 解 出 。 
(ia = -2c 一 2c 





下 VE 和 ”7 
提示 :可 对 (中 的 分 子 进行 有 理化 。 
注 : 当 151=Y 关 -4ec 时 ,必须 小 心 处 理 ,以 避免 其 值 过 小 引起 巨 量 消失 (catastrophic 
cancellation) ,而 带 来 精度 损失 。 如 果 8 > 0, 应 该 用 公式 ( 订 计 算 mm ,用 公式 (i 刘 计算 
xs。 如果 5 <0, 应 该 用 公式 ( 计 计 算 xi ,用 公式 (ii 计算 ms 





. 利用 练习 12 中 求解 w 和 * 的 适当 公式 ,计算 下 列 二 次 方程 的 根 。 


(a) 妇 -1000.001z+1=0 

(b) 之-10000.0001z+1=0 

(ce) 妇 - 100 000.00001x +1=0 
(d) 兰 -1000 000.000001x +1=0 


1.3.10 算法 和 程序 
1. 根据 练习 12 和 练习 13 构造 算法 和 MATLAB 程序 ,以 便 精 确 计 算 所 有 情况 下 的 二 次 方 


程 的 根 ,包括 151=V 斑 -4oe 的 情况 。 


- 参照 例 1.25, 对 下 列 3 个 差分 方程 计算 出 前 10 个 数值 近似值 。 在 每 种 情况 下 引入 一 


个 小 初始 误差 。 如 果 没 有 初始 误差 , 则 每 个 差分 方程 将 生成 序列 {12"1?_，。 构 造 类 似 
表 1.4. 表 1.5 和 图 1.8` 图 1.9. 图 1.10 的 输出 。 


(a) mm=0.994，= 冯 mn 其 中 mb2， 


























(人 m= Pi =0.497, 囊 = 半 P -im 其 中 下 =2.3， 














(9 =L9i=0.407，9 = 生 o -9 其 中 心 =<2,4， 


第 2 章 非 线性 方程 A(z)=0 的 解法 


考虑 一 个 涉及 球体 的 物理 问题 , 球 体 的 半径 为 r>, 并 浸没 人 水 中 ,深度 为 &( 如 图 2.1 所 
示 )。 假 设 这 个 球 由 一 种 密度 p = 0.638 的 长 叶 松 构成 ,上 且 它 的 半径 r = 10 em。 当 球 漫 人 水 中 
时 , 它 浸没 在 水 中 的 质量 为 多 少 ? 

当 一 个 球体 以 深度 浸没 人 水 中 时 ,所 排 开 水 的 质量 寻 。 为 ; 

有 =- 和 re (xz -rp)ar = 王 G -中 


而 球 的 质量 MW, = 4rr"p13。 根 据 阿 基 米 德 (Archimedes) 定 律 ,有 好 , = 味 , 则 产生 需要 求解 
的 方程 如 下 : 











工 呈 -3dr+4ro)_0 
3 


在 下 述 例子 中 (r= 10,o = 0.638) 方 程 变 为 ， 


式 2552-30 + 中) -0 
一 


三 次 多 项 式 y = 2552 - 30 + 丰 的 形状 如 图 2.2 所 示 ,而且 根 据 此 图 ,可 发 现 解 在 d = 12 


了 =-2552 一 30d2+d 





-1000 





图 2.1 浸入 水 中 深度 为 & ,半径 为 > 的 球体 部 分 图 2.2 三 次 多 项 式 y= 2552 -30 只 + 中 





这 一 章 的 目标 是 研究 求解 方程 根 的 各 种 方法 。 例 如 ,采用 对 分 法 可 得 到 上 述 方程 的 三 个 
根 d = -8.17607212、d = 11.86150151 和 由 = 26.31457061。 第 一 个 根 不 是 此 问题 的 可 行 解 ， 
因为 它 是 负数 。 第 三 个 根 大 于 球体 直径 ,也 不 是 需要 的 解 。 根 d = 11.86150151 位 于 区 间 [0， 
20] 内 ,是 合适 的 解 。 它 的 大 小 是 合适 的 ,因为 球体 的 一 大 半 一 定 是 浸入 水 中 的 。 


2.1 求解 x=8g8(z) 的 迭代 法 

















计算 机 科学 中 的 一 个 基本 要 素 是 选 代 (itermation)。 正 如 名 字 所 表示 的 含义 ,迭代 是 指 重复 
执行 一 个 计算 过 程 ,直到 找到 答案 。 和 迭代 技术 用 来 求解 方程 的 根 、 线 性 和 非 线性 方程 组 的 解 以 
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及 微分 方程 的 解 。 这 一 节 主要 研究 重复 替换 的 选 代 处 理 过 程 。 
首先 需要 有 一 个 用 于 逐 项 计算 的 规则 或 函数 g(x), 并 且 有 一 个 起 始点 pe。 然 后 通过 选 
代 规 则 mm = 85(Pi) ,可 得 到 序列 值 {pei。 此 序列 有 如 下 模式 (其 中 pe 为 初始 值 ; 
po 
Pi=E(po) 
Pa =&(Bi) 




















: (D) 
本 (PeiD) 
Ps = 有 () 


从 一 个 数 的 无 限 序列 可 得 到 什么 呢 ? 如 果 这 些 数 趋向 一 个 极限 , 则 求解 目的 达到 。 但 如 
果 这 些 数 发 散 或 周期 性 重复 呢 ? 下 面 的 例子 给 出 了 这 种 情况 。 
例 2.1 选 代 规则 为 pp= 1, 且 Pt=1.001pk, 其 中 下 =0,1,...。 它 产生 一 个 发 散 序列 ,前 100 
项 为 ; 





Pi= 1.001po = (1.0010)(1.000000) = 1.001000 
Pa=1.001p, = (1.001)(1.001000) = 1.002001 
Pi = 1.001p: = (1.001)(1.002001) = 1.003003 


pm=1.001pm= 《1.001)(1.104012) = 1.105116 
这 个 过 程 可 无 限 持续 下 去 ,而 且 可 以 很 容易 看 出 lm -pn = + o 。 在 第 9 章 中 ,将 看 
到 序列 [pi 是 微分 方程 Y =0.0017 的 数值 解 。 这 个 解 为 y(z) = eam*。 实 际 上 ,如 
果 比 较 序列 中 的 第 100 项 和 y(100), 可 以 发 现 pm = 1.105116=1.105171 = ep21 = 
7(100)。 


这 一 节 中 ,主要 关注 产生 收敛 序列 ;zj 的 函数 g(x) 的 类 型 。 
2.1.1 寻求 固定 点 














定义 2.1 〈 固 定点) 函数 g(x) 的 一 个 固定 点 是 指 一 个 实数 P ,满足 忆 = g(P)。 
从 图 形 角度 分 析 , 函数 g(x) 的 固定 点 是 y = &(z) 和 =x 的 交点 。 


定义 2.2 〈 男 定点 选 代 ) 选 代 Pm， = &g(P), 其 中 二 = 0,1…, 称 为 固定 点 选 代 。 


定理 2.1 设 g 是 一 连续 函数 ,是 |p,13-。 是 由 固定 点 近代 生成 的 序列 。 如 果 lim。 .pm = P, 册 
书 是 sg(x) 的 固定 点 。 


证 明 : 如 果 lim, -mm = 已, 则 fm -。 pi， = P。 根 据 这 个 结论 ,g 的 连续 性 和 忆 , = 5( 忆 ) 存 
在 如 下 关系 ; 


























8&(P)=SCIip) = lime(P)= jinpovl = 已 (2) 
此 ,已 是 g(x) 的 固定 点 。 
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例 2.2 设 有 收 敏 选 代 
po=0.5，Ppist= ea 天 =0, 1 
前 十 项 的 计算 结果 如 下 所 示 : 
= e oo =0.606531 
Pa = ea69 =0.545239 
Pa = e 55 =0.579703 


加 - e -05 = 0.567560 
po = e 5 =0.566907 
这 个 序列 是 收 敏 的 , 且 进 一 步 计 算 可 发 现 : 
Jim pu = 0.567143… 
这 样 ,可 找到 函数 y = e “的 国定 点 近似 值 。 
下 列 两 个 定理 建立 了 园 定 点 存在 性 条 件 , 以 及 寻找 固定 点 迭代 过 程 的 收敛 性 条 件 。 
定理 2.2 设 函 数 gEC[a:b]。 
如 果 对 于 所 有 的 xE[a, 引 ,映射 y = g(*) 的 范围 满足 yE[o,b], 则 函数 上 外 在 [a,B] 内 

















有 一 个 固定 点 。 (3) 
此 外 , 设 gx) 定义 在 (a, 力 内 , 且 对 于 所 有 的 xE (a,5) ,存在 正常 数 玉 < 1 使 得 18f (xz)1 
芭 玉 <1, 则 函数 z 在 [Le, 刀 内 有 惟一 的 固定 点 忆 。 《4) 


对 命题 (3) 的 证 明 , 如 果 g(a) = ec 或 g(8) = 加, 则 断言 为 真 。 否 则 ,g(a) 必 须 满足 g(a) 
Er[e,5],8(5) 的 值 必 须 满足 8(5)E[a,b]。 表 达 式 Ax)=x -es(z) 有 如 下 特性 : 
ao)=a-g(a)<0 是 大 提 =5-g(5)>0 
对 大 zx) 应 用 定理 1.2( 中 值 定 理 ) ,而 且 由 于 常量 工 =0, 可 推断 出 存在 数 P, 昌 PE (e,5) ,满足 
拨 P) =0。 因此 , 己 =g(P), 且 尸 是 z(x) 的 固定 点 。 
对 命题 (4) 的 证 明 ; 必 须 证 明 结 果 是 惟一 的 。 采 用 反 证 法 , 设 存在 两 个 固定 点 Pi 和 户 。 
根据 定理 1.6( 均 值 定理 ) ,可 推断 出 存在 数 4E (ae ,2) ,满足 : 


CO = 人 2 (3) 


根据 假设 有 g( Pi, ) = P 且 g( 已) = P ,并 对 等 式 (5) 的 右边 进行 简化 可 得 : 

gr = 全- 各 =1 
但 这 与 (4) 中 的 假设 在 (e, 约 内 有 18'(x)1< 1 矛盾 ,因此 不 可 能 存在 两 个 固定 点 。 所 以 ,在 命 
题 (4) 的 假设 条 件 下 ,g(x) 在 [ e ,下 内 有 一 个 惟一 的 国定 点 P。 


例 2.3 根据 定理 2.2 严格 地 证 明 5(x) = cos(x)] 在 [0,1] 内 有 一 个 惟一 的 国定 点 。 


显然 ,8gE C[0,1]。 其 次 ,8E(x)= cos(x) 在 [0,1] 内 是 递减 函数 ,因此 它 在 [0,1] 内 的 范围 
是 [cos(1),1jc[0,1J。 这 样 可 满足 定理 2.2 的 条 件 {3), 且 8 在 [0,1] 内 有 一 固定 点 。 最 
后 ,如 果 xE(0,1D), 则 1g(z)1=1-sin(xz)1=sin(z)<sin(1)<0.8415<1。 这 样 天 =sin(1) < 
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1 ,可 满足 定理 2.2 的 命题 (4) ,所 以 如 在 [0,1] 内 有 惟一 的 固定 点 。 

现在 可 指定 一 个 定理 来 判断 (1) 中 给 出 的 国定 点 迭代 过 程 算法 是 否 将 产生 一 个 收敛 序列 
或 发 散 序列 。 
定理 2.3( 固 定点 定理 】 设 有 (iD&,8"E C[e ,5],( 划 天 是 一 个 正常 数 ,( 诈 )peE(e,b),(ir) 


对 所 有 *E[a,b], 有 &(z)E[ae,b]。 
如 果 对 所 有 *E [ae ,6 有 18g'(z)1 生 玉 <1 则 和 代 忆 = g( 已 _) 将 收敛 到 一 个 惟一 固定 点 





PE[Ic,b]。 在 这 种 情况 下 , P 称 为 吸引 (attactive) 国 定点 。 (6) 
如 果 对 所 有 *E [e, 避 有 18'(z)1> 1, 则 选 代 已 = g( 已 -，) 将 不 会 收 贫 到 P。 在 这 种 情 
况 下 ,P 称 为 排斥 (repelling) 轿 定点 ,而 且 和 迭代 显示 出 局 部 发 散 性 。 (7) 














注 1 在 命题 (7) 中 假设 pz P。 
注 2: 因为 函数 g 在 包含 忆 的 一 段 间 隔 中 是 连续 的 ,可 在 命题 (6) 和 命题 (7) 中 分 别 利 用 
更 简单 的 判别 条 件 18"(P)1< 天 <1 和 18'(P)1> 1。 
证 明 ; 首先 襄 证 明 点 jmsj7-o 都 位 于 (e,) 内 。 从 pe 开始 ,根据 定理 1.6( 均 值 定理 ) ,可 推 
导出 存在 一 个 值 和 (c ,六 满足 ; 
IP-Pl=ig(P)-s(po)l=18(co)(P-po)1 
=18(co)1IP-polsKIP-pol<1IP-pol 《8) 
比 ,Pi 比 pe 更 接近 忆 , 且 PE (6,5)( 参 看 图 2.3)。 一 般 情 况 下 , 设 m ,Et(c,D), 则 ; 
1P- 1=18g(P) -SC(P -iD)1=18 (cpUDl 
=18 (etD)11IP- 记 -1 二 天 | 己 - 可 <iP- 囊 1 《9) 
此 ,PsE (ep) ,而 且 可 归纳 出 所 有 的 点 |m]”-。 位 于 (a,5) 内 。 


IP-H 一 | 
古 









































上 -Le-m 一 | 





4 硬 尼 吾 


图 2.3 PP, PP- pl 和 1P- Pi 之 间 的 关系 


为 完成 (6) 的 证 明 ,应 证 明 如 下 表达 式 成 立 : 
Jim1P-p1=0 《10) 
首先 ,用 归纳 法 的 证 明 可 建立 如 下 不 等 式 : 
1P- 玉 1 和 和 1P-pol (1D 
2 =] 时 满足 关系 (8)。 利 用 归纳 假设 1 已- 玉 -,1 后 -1 忆 -poi 和 式 (9) ,可 得 到 ; 
上 一 疡 1 和 区 IP-Pi<RTIIP-pl= 避 1P-pl 
这 样 , 通 过 归纳 法 得 出 ,对 所 有 的 "满足 不 等 式 (11)。 由 于 0< 开 < 1, 所 以 当 ” 趋 于 无 穷 大 
时 ,项 大" 趋 近 于 0。 因 此 : 
0< 和 如 1P-ml<I 有 1P-Pol=0 《12) 
1IP- mn1 的 极限 压缩 在 0 的 左边 和 0 的 右边 之 间 , 所 以 ,可 得 出 im .。1P- 呈 1=0。 这 样 
jim。 ps = 已, 且 根 据 定理 2.1, 迭 代 六 = 5(P-; ) 收 敛 到 辕 定点 P。 因 此 定理 2.3 的 命题 (6) 
得 证 。 读 者 可 自行 研究 命题 (7)。 
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推论 2.1 设 函 数 g 满足 定理 2.3 中 (6) 给 出 的 假设 。 当 用 mw 近似 表示 己 时 , 引 人 的 误差 的 
边界 如 下 所 示 : 


对 所 有 的 mn>1 有 1 一 本 下 1 已 -pol 《13) 
且 对 所 有 的 nz1 有 1P- Ps 全 ml ， (14) 


2.1.2 固定 点 挝 代 的 图 形 解释 


由 于 需要 寻找 8(x) 的 国定 点 已 ,曲线 7 = g(x) 和 直线 7 = * 必须 相交 在 点 ( 己 , P)。 两 种 
类 型 的 收敛 选 代 : 单 调 收敛 选 代 和 振 葛 收敛 迁 代 分 别 如 图 2.4(a) 和 图 2.4(b) 所 示 。 














图 2.4(a) 当 0<&(P)<1 时 单调 收 伍 图 2.4(b) 当 -1<&(P) <0 时 振荡 收敛 


为 了 直观 地 描述 选 代 过 程 ,从 * 轴 的 po 开始 ,首先 纵向 移动 到 曲线 y = g(z) 上 的 点 (po， 
Pi) = (po,g(po))。 然 后 从 (po,Pi) 横 向 移动 到 直线 7 = * 上 的 点 (pi,p )。 最 后 ,纵向 向 下 移 
动 到 * 轴 上 的 Pi 。 利 用 递归 式 户 , = &( 户 ) 构 造 图 中 的 点 ( 术 ,Pi) ,然后 横向 移动 定位 到 直 
线 y=x 上 的 点 (PstpPn+i) ,接着 纵向 移动 到 * 轴 上 的 点 户 +t。 整 个 过 程 如 图 2.4 所 示 。 

如 果 1&'(P)1>1, 则 选 代 .mi = 8(mm) 产 生 的 序列 对 忆 发 散 。 两 种 简单 类 型 的 发 散 选 
代 : 单 调 发 散 闪 代 和 振 葛 发 散 迭 代 分 别 如 图 2.5(a) 和 图 2.5(b) 所 示 。 

































(ma(RD) 了 








人 





图 2.5(a) 当 1< 人 f(P 时 单调 发 散 图 2.5(b) 当 &(P) < -工时 振 葛 发 散 

例 2.4 当 使 用 孚 数 pi = g(Ps) 时 , 设 选 代 mi = g(P)。 表 过 求解 方程 * = gl(z)》 可 找到 国 
定点 。 两 个 解 (函数 &g 的 固定 点 ) 分 别 为 x= -2 和 x=2。 束 数 的 导数 是 &f(x)=1- 
x12, 这 里 只 考虑 两 种 情况 : 
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情况 (): 已 = -2 情况 (i: 己 =2 
从 Po= -2.05 。 开始 从 po=1.6 开始 
然后 得 到 Pi = -2.100625 然后 得 到 Pi =1.96 

Pa = -2.20378135 Pz = 工 9996 

pas = -2.41794441 Ps = 1.99999996 

lmps = -om Ji 疡 =2 

因为 18'(z)1> 计 在 [ - 3，- 中 上 ,根据 | 。 因为 [1,3] 上 1&8' (xz)1< 吉 ,根据 定理 
定理 2.3, 序 列 不 收 北 到 已 = - 2。 2.3, 序 列 收效 到 已 = 2。 





定理 2.3 并 没有 指出 当 gr (P) = 1 时 将 发 生 什 么 情况 。 下 面 的 例子 专门 构造 出 这 种 情况 ,这 
样 只 要 po > P, 则 序列 |pj| 收 敛 , 同 时 如 果 pc< 已 , 则 序列 发 散 。 


例 2.5 当 使 用 函数 g(xz) =2(xz -了 只 县 xz1 时 , 设 迁 代 Ps =g(p)。 这 样 愉 有 一 个 固定 


点 已 =2 存 在 。 函 教 的 导数 为 Bi(x)=J1(z -1)2, 且 (2)=1, 因 此 不 能 应 用 定理 
2.3。 当 初始 值 位 于 点 尸 =2 的 左边 和 市 这 时 的 两 种 情况 如 下 所 示 。 


情况 { 刘 :从 po=1.5 开始 情况 (ii :从 po=2.5 开始 
然后 得 到 Pi = 1.41421356 然后 得 到 Pi =2.44948974 
pa = 1.28718851 Pa =2.40789513 
Pa = 1.07179943 Pa = 2.37309514 
Pu =0.53590832 P4 = 2.34358284 
ms=2(0 -0.46409168)22 JP =2 
因为 P, 在 5E(x) 的 域外 ,不 能 计算 项 这 个 序列 政 敏 到 已 =2 太 慑 ,实际 上 
已。 Pioo =2.00398714。 





2.1.3 绝对 误差 和 相对 误差 

在 例 2.5 中 ,序列 收 伍 很 烛 ,1000 次 选 代 后 三 个 连续 项 为 ， 

Piom = 2.00398714， pi =2.00398317， 和 Piom = 2.00397921 

这 不 会 产生 混淆 ,因为 可 以 通过 计算 更 多 的 项 寻找 到 更 好 的 近似 值 ! 但 中 正 选 代 的 判别 

条 件 是 什么 呢 ? 如 果 注 意 到 连续 项 的 差异 ; 
lp - pz1 = 12.00398317 - 2.003979211 = 0.00000396 
然而 近似 值 pm 的 绝对 误差 是 ; 
1P- po| = 12.00000000 - 2.003987141 = 0.00398714 

这 上 比 1pal - pez1 大 1000 倍 ,这 种 情况 说 明了 连续 项 的 相近 并 不 能 保证 精度 。 但 通常 连 

续 项 的 差异 比较 是 中 止 迭 代 过 程 的 惟一 判别 条 件 。 
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SCPo) 


程序 2.1( 固 定点 迭代 ) 求解 方程 x = g&(x) 的 近似 值 ,初始 值 为 po ,迭代 式 为 mv = 








function [k,p,err,P] = fixpt(g,p0,Eol,maxlL)》 
多 Input -g is the iteration func=ion input as 虽 string "gf 
多 一 p0 is the initial guess for the fixed point 


旬 - tel is the tolerance 
8 一 maxl is the maximum number of iterations 

8 Output- k is the numper of iteraticns that were Carried out 
有 -3 is the approximation to the fixed point 

8 - err is the error in the approximation 

多 - P contains the seauence jpnj 

PR(1) = P0; 


for k- 2:maxt 
R(Ck) = feval (g,P(k-1)); 
err - abs(P(k) - P(k- 1)); 
relerr = err/(abs{P(k)) + eps); 


P= BC; 
if (err<tol) | (relerr < tol),preakiend 
end 
Ek = = maxl 
disp( maximum nunber of iterations exceeded'] 
ena 
P=P"; 


注 : 当 使 用 用 户 定义 的 画 数 fxpt 时 ,必须 输入 M 文件 g.m 作为 字符 串 :g" (参见 附录 
“MATLAB 介绍 ”)。 


2.1,4 求解 = 8(z]) 选 代 过 程 的 练习 


工 . 


在 给 定 的 区 间 问 隔 内 ,判定 下 列 每 个 函数 是 否 有 众 一 的 固定 点 (参照 例 2.3)。 
(a)g(xz)=1- “2M 在 区 间 [0,1] 内 

(b)g(xz)=2… 在 区 间 [0,1] 内 

(c)g(z) = 1x 在 区 间 [0.5,5.2] 内 

当 











8(x) = -4+4 -可 字 





时 ,研究 固定 点 和 迭代 的 性 质 。 

(a) 求 解 g&(z) = x, 且 证 明 P=2 和 忆 =4 是 固定 点 。 

(《b) 用 初始 值 pe = 1.9, 计 算 记 ,Ps 和 Pa。 

(ce) 用 初始 值 pm = 3.8, 计 算 nm ,ps 和 PP 

《 遇 对 在 (b) 和 (e) 中 的 闫 ,寻找 误差 到 和 相对 误差 六 。 

(e) 从 定理 2.3 中 可 得 出 什么 结论 ? 

在 同一 坐标 内 对 8(xz) 直线 y = * 和 给 定 的 轿 定 点 P 画图 。 使 用 给 定 的 初始 值 po， 
计算 m 和 疡 。 构 造 如 图 2.4 和 图 2.5 的 图 形 。 根 据 构 造 的 图 形 ,从 图 形 的 角度 判断 
男 定 点 选 代 是 否 收 敛 。 
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(a) S(x)=(6+x)2,P=3 和 mo=7 

(b) g(z)=1+2/x, 已 =2 和 po=4 

(e) g(z)=x/3,P=3 和 =3.5 
(dg(xz)= -x+2x+2, 已 =2 和 po=2.5 

4， 设 g(z) = 姑 +x-4, 能 否 利 用 固定 点 选 代 求 解 方程 x = g(x)? 为 佬 么 ? 

5， 设 g(x) = xcos(x)。 求 解 二 = g(x), 且 寻找 函数 8 的 所 有 固定 点 (有 有 限 个 )。 能 香 
利用 固定 点 迭代 求解 方程 x = g(*)? 为 什么 ? 

6， 设 sz(z) 和 (z) 在 区 间 (e,b) 上 有 定义 且 连 续 ; 并 且 m,pl,pzE(a,b); 而 且 记 = 
&(po),ps = 8(pi)。 假 设 存在 常量 天 满足 18'(xz)1< 天 ,证 明 1ps - pl< 大 1P -Polo 
提示 :利用 均值 定理 。 

7， 设 &(x) 和 六 (*) 在 区 间 (c,2) 上 连续 , 且 在 此 区 间 内 1e' (xz)1> 1。 如 果 固 定点 P 和 
初始 近似 值 pe,P' 位 于 区 间 (a,8) 内 , 试 证 明 pi = g(po), 即 iR:1=1P-Pl>1IP-ml 
= 15o1, 因 此 可 建立 定理 2.3 中 的 命题 (7)( 局 部 发 散 ) 。 

8， 设 g(x) = -0.0001x? + x, 且 po =1, 考 虑 固定 点 迭代 。 

(证 明 pg > 忆 > 人 >P>P > 
(b) 证 明 对 所 有 nm, 有 忆 >0。 
《ec) 由 于 序列 {p, 上 递减 ,有 下 界 , 所 以 它 有 一 极限 。 请 问 极限 是 什么 ? 

9 设 g(x)=0.5x+1.5, 且 po =4, 考 虑 固定 点 迭代 。 

(s) 证 明 固定 点 为 已 =3。 

(b) 证 明 1P- 可 1=1P- 忆 2, 其 中 由 =12, 3 

(e) 证 明 1P 严 -六 1= 1 已- 可 112" ,其 中 由 =1;2;,3，。 
10. 设 g(x) = */2, 考 虑 固定 点 选 代 。 

《9) 求 值 1mse 一 严 1IPisales 

(pb) 如 果 只 利用 程序 2.1 中 的 相对 误差 作为 停止 判别 的 条 件 , 将 发 生 什么 情况 ? 
11. 为 什么 当 er(P)=0 时 ,对 于 轿 定 点 迭代 过 程 有 好 处 ? 


2.1.5 算法 和 程序 


1 使 用 程序 2.1 求 解 下 面 每 个 函数 的 固定 点 ( 可 能 多 ) 近 似 值 , 答 案 精 确 到 小 数 点 后 
12 位 。 园 时 ,构造 每 个 一 数 和 直线 y = x 的 图 来 显示 所 有 的 固定 点 。 
(a) g(x)= 妇 -3 一 2x2+2 
(b)》 8(x) = cos(sin(x)) 
(e) g(z) = 和 妇 -sin(z+0.15) 
(d) 如 (xz) 一 | 







































































2.2 定位 一 个 根 的 划分 方法 (bracketing methods) 


考虑 一 个 与 利息 相关 的 题目 。 假 设 每 个 月 存 钱 P, 是 年 利率 为 r。 存 了 六 次 后 , 钱 的 总 数 是 ; 
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4=P+pl(l+ 交 + li 及- +z(1+ 丰 一 (D) 
方程 右边 的 第 一 项 是 最 近 的 钱 数 。 得 到 一 次 利息 的 第 一 次 报 一 是 P{ 1 + 吾 ] 。 得 到 两 次 利息 
的 第 二 次 报 王 是 P( 1+ 志 ) ,等 等 。 最 后 ,得 到 N -1 次 利息 的 最 近 的 报酬 是 p(1+ 吾 ) ” 。 
求解 w 项 几何 级 数 和 的 公式 是 : 


1 《2》 





可 将 式 (1) 写 成 如 下 形式 ， 
4=P((l+ 动 + (前 


而 且 在 (2) 中 用 "= (1+ 7/12) 进 行 苦 换 可 得 : 


这 可 简化 得 到 应 付 年 金 的 公式 ， 
4- 志 (( 坟 - (3) 
下 面 的 例子 使 用 应 付 年 金 的 公式 而 且 需 要 一 系列 的 重复 计算 来 得 到 答案 。 
例 2.6 每 个 月 存 $250, 并 桂 续 20 年 ,希望 在 20 年 后 报酬 和 利息 的 总 值 达 到 8250 000。 利率 
了 为 多 少时 可 满足 需求 ? 
如果 N=240, 则 4 只 是 7 的 函数 , 即 4 = 4(7)。 起 始 假设 厂 =0.12 和 也 =0.13, 执 行 一 
系列 的 计算 来 接近 最 终 答 案 。 从 五 =0.12 开始 可 得 : 


400.2)=5a((1+ 车 ) 


由 于 此 结果 比 目 标 小 , 接 下 来 试验 五 =0.13, 计 算 如 下 : 
0.13 


-中 =247 314 


4(00.13) =T 和 (1+ 5)” -二 -=282 311 
结果 又 有 些 高 ,因此 取 中 间 值 疡 =0.125, 计 算 如 下 : 
40.29 -5 各 (0+2 束 ) -2 


这 个 结果 还 有 皮 高 ,这 样 可 得 出 期 望 的 利率 在 区 间 [0.12,0.125] 内 。 下 一 个 猜想 值 是 中 
冰点 石 =0.1225, 计 算 如 下 : 


4(0.1225) = 态 05a( (+ 295) ”-]) = 255 803 


这 个 结果 还 是 有 点 高 ,并 且 区 间 压 编 到 [0.12,0.1225] 内 。 了 最 后 使 用 中 间 点 六 = 0.12125 
进行 计算 ,计算 如 下 : 


4(0.12125) = 250 ((+22325)” 


0.121257i2 一 - 引 =251 518 
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如 果 需 要 更 多 的 有 效 位 教 ,可 进行 进一步 的 迁 代 。 这 个 例子 的 目的 是 对 特定 的 工 寻 找 了 ， 

使 得 4(7) = 工 。 将 常量 工 放 在 左边 并 求解 4(7) - 工 =0 是 一 个 标准 的 方法 。 
定义 2.3( 方 程 的 根 ,函数 的 零点 ) ” 设 /*) 是 连续 函数 。 满 足 F(r) = 0 的 任意 成 为 方程 
扎 x) =0 的 一 个 根 。 也 称 r 为 函数 Ax) 的 零点 。 

例如 ,方程 2 好 +5x -3=0 有 两 个 实 根 m =0.5 和 关 = -3, 而 及 对 应 的 丽 数 妃 *) = 2x2 + 
5x -3= (2x -1)(xz+3) 有 两 个 实 零点 m =0.5 和 靖 = -3。 


2.2.1 波 尔 察 诺 (Bolzano) 二 分 法 


这 一 节 将 开发 第 一 个 划分 方法 来 寻找 连续 函数 的 零点 。 起 始 区 间 [c , 习 ] 必 须 满足 Fa) 与 
所 坟 符 号 相反 的 条 件 。 由 于 连续 函数 y = 扎 z) 的 图 形 无 间断 ,所 以 它 会 在 零点 * = r 处 跨 过 x 
轴 , 且 在 区 间 内 (如 图 2.6 所 示 )。 通 过 二 分 法 可 将 区 间 内 的 端点 逐步 逼近 零点 ,直到 得 到 一 
个 任意 小 的 包含 零点 的 同 隔 。 二 分 法 判定 过 程 的 第 一 步 是 选择 中 点 。 = (a + 5)/2, 然 后 分 析 
可 能 存在 的 三 种 情况 : 
(yto) (ao) 





























ADD 人 NB 
多 如 果 7a 和 大 c) 的 符号 旬 如 果 /ec) 和 5) 的 符号 
相反 ， 则 向 左边 弯曲 相反 ， 则 向 右边 杜 昌 
图 2.6 二 分 法 的 判定 过 程 
如 果 灰 e) 和 Xe) 符号 相 反 , 则 在 区 间 [a,c] 内 存在 零点 。 (4) 
如 果 成 c) 和 扎 b) 符 号 相反 , 则 在 区 间 [e, 内 存在 零点 。 《3) 
如 果 扎 c) =0, 则 。 是 零点 。 (6) 








如 果 情 况 (4) 或 (5) 发 生 , 则 表示 找到 一 个 比 原先 区 间 范 围 小 一 半 的 区 间 , 它 包含 根 ,并 称 
为 对 区 间 进 行 压缩 (如 图 2.6 所 示 )。 为 了 持续 此 过 程 ,需要 对 新 的 更 小 区 间 [ e, 6] 进行 重新 
标号 ,重复 执行 直到 区 间 足 够 小 。 由 于 二 分 法 过 程 包括 冉 套 区 间 间 聘 和 它们 的 中 点 ,所 以 采用 
如 下 符号 来 表示 过 程 的 细节 

oo， 如] 是 起 始 区 间 ，c = 和 半生 是 中 点 


ai , 妨 ] 是 第 二 个 区 间 , 它 包含 零点 ,同时 c; 是 中 点 

区 间 [e, ,6 ] 的 宽度 范围 是 [ co ,8 ] 的 一 半 (7》 
aaslps] 得 到 第 = 个 区 间 [a, ,加 ]( 包 含 r, 并 有 中 点 c,) 后 ， 

可 构造 出 [esi , 轧 :i], 它 也 包括 >, 宽 度 范围 是 [o。 , 加 ] 的 一 半 。 
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留 一 个 练习 给 读者 :如 何 证 明 左 端点 是 递增 的 , 右 端 点 是 递减 的 , 即 ; 


和 罗 扫 信 生 0 生生 T 二 仿生 加 二 全 而 二 加 (8) 
这 里 。 = 备 , 目 如 果 六 onA(6)) <0, 则 ; 
对 所 有 的 mn, 有 

[as 有 st]= [aeo] 或 [epstl=[feo 思 ] (9) 


定理 2.4( 二 分 法 定理 ) 设 /E C[e, 导 , 且 存在 数 rE [oa,] 满 足 交 r) = 0。 如 果 城 ec) 和 扰 轨 
的 符号 相反 , 且 | co17-。 表 示 式 (8) 和 式 (9) 中 二 分 法 生成 的 中 点 序列 , 则 ; 








els 人 其 中 m=0,1…， (10) 
这 样 序列 | co. 上.o 收 伍 到 零点 * = >, 即 可 表示 为 : 
limc, = r 《11) 


证 明 :由 于 零点 ”和 中 点 c 都 位 于 区 间 [ wu,] 内 ,co, 与 r 之 间 的 距离 不 会 比 这 个 区 闻 的 
一 半 宽度 范围 大 (如 图 2.7 所 示 )。 这 样 : 




















对 所 有 nm” 有 ; 
有 -an 
1 os 一 《12) 
aa 上 dl 和 
[ 血 = 叫 ] 
2 
图 2.7 用 于 二 分 法 的 根 > 和 区 间 [ oa, ,内 的 中 点 吕 
观察 连续 的 区 间 宽 度 范 围 ,可 得 到 如 下 模式 : 
bo 一 
六 
玉 -o= 忆 -4 
留 一 个 练习 给 读者 :使 用 数学 归纳 法 证 明 ; 
久 -= (3) 
结合 式 (12) 和 式 (13) 可 得 到 对 所 有 n 有 : 
Tels5e (14) 


现在 利用 定理 2.3 中 的 一 个 类 似 论点 来 证 明 式 (14) 意 味 着 序列 | c, |”. ,收敛 到 r, 这 样 定 
理 得 证 。 . 
例 2.7 在 无 阻尼 强 迪 振荡 的 研究 中 会 磁 到 函 教 ix) = xsin(xy)。 寻找 在 区 闻 [0,2] 内 的 什 
2X 满足 (z) = 末 (函数 sin(x) 用 弧度 计算 )。 
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利用 二 分 法 寻找 函数 fx)] = xsinfx) -1 的 零点 。 初 始 值 co =0,5 =2。 计 算 : 

ARO) = -1.000000 和 护 2) =0.818595， 
因此 大 *) =0 的 一 个 根 位 于 [0,2] 内 。 在 中 点 co = 1, 可 发 现 F(1) = -0.158529。 因 此 区 
闻 政 变 为 [co,bo]= [1.2]。 
接 下 来 ,从 左边 压缩 使 得 al = ce 且 电 = bo。 中 点 cl =1.5 且 (cl) =0.496242。 现 在 
所 1) = -0.158529 且 成 1.5) = 0.496242, 这 表示 根 位 于 区 间 [al,et]=[1.0,1.5]。 下 面 从 








右边 压缩 使 得 as = ai 且 外 = cl。 按 这 样 的 方法 ,可 得 到 序列 1c|l, 它 收效 到 = 
1.114157141。 表 2.1 给 出 一 个 计算 样本 。 
表 2.1 用 二 分 法 求解 <sinfx) -1=0 
人 左 旺 点 ,ak 中 点 ,ct 右 端点 ， 生 函数 值 /Lou) 
D 0 上 2. 一 0.158529 
1 1.9 1,5 2.0 0.496242 
2 1.00 1.25 IT.50 0.186231 
3 1.000 1.125 1.250 0.015051 
4 1.0000 1.0625 1.1250 一 0.071827 
5 1.06250 1.09375 1.12500 一 .UP38362 
右 1.093750 1.109375 1.125000 一 0.006643 
了 1.1093750 1.1171875 1.1250000 0.004208 
8 1.10937500 上 ,11328125 上 11718750 一 0.001216 

















二 分 法 的 优点 是 式 (10) 提 供 了 一 个 对 计算 结果 精度 的 预先 估计 。 在 例 2.7 中 起 始 区 间 宽 
度 为 b - ao = 2。 假设 表 2.I 继续 执行 到 31 个 选 代 , 则 根据 (10) ,误差 边界 为 1B4 1s (2 一 0)/2 
~4.656613 x 10-"。 因 此 ci 是 > 的 近似值 ,精度 为 小 数 点 后 9 位 。 重 复 二 分 法 中 的 数 六 需要 
保证 第 w 个 中 点 ew 是 零点 的 近似 值 , 且 误 盖 不 小 于 预定 值 8: 

、fm(6 -oa)-In(6 
= 天 (举人 光疗 ) 


该 式 的 证 明 作 为 练习 留 给 读者 。 

另 一 个 常用 的 算法 是 试 位 法 (method of false position) 或 写 为 rgula falsi method， 由 于 二 分 
法 收敛 速度 相对 较 恨 , 因 此 试 位 法 对 它 进行 了 改进 。 与 上 述 条 件 一 样 ,假设 Pa) 和 /) 符 号 
相反 。 二 分 法 使 用 区 间 [e,] 的 中 点 进行 下 一 次 欠 代 。 如 果 找 到 经 过 点 (a,F(e)) 和 
《6 75)) 的 制 线 工 与 x 轴 的 交点 (c,0)( 如 图 2.8 所 示 ), 则 可 得 到 一 个 更 好 的 近似 值 。 要 寻 
找 值 “, 需 定义 线 工 的 斜率 mm 的 两 种 表示 ,一 种 表示 为 : 


卫 = 帮 扩 二 ea) (16) 


这 里 使 用 了 点 (o, Ca)) 和 (2 ,7(8))。 另 一 种 表示 为 ; 


mm= 0 纪 /和 (7) 











(15) 














这 里 使 用 了 点 (ec,0) 和 (z,APCB5))。 
使 式 (16) 和 式 (17) 的 斜率 相等 , 则 有 : 
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Ha) = -0 的 
盏 一 @ C 一 
为 了 更 容易 求解 ,可 进一步 表示 为 ; 


ce- 人 (18) 
会 出 现 三 种 与 前 面 类 似 的 可 能 性 : 
如 果 扎 e) 和 所 ec) 的 符 导 相反 , 则 在 [ae,c] 内 有 一 个 零点 。 (19) 
如 果 妃 c) 和 厌 切 的 符号 相反 , 则 在 [ec ,5 内 有 一 个 零点 。 《20) 
如 果 Ac) =0, 则 - 是 零点 。 (21) 


sa) 








《ce 





A 、、 人 
JAD 芭 7O (7 
外 如 果 .A(a] 和 .Fe) 符 号 (pb) 如 果 .Frc) 和 要 符 寻 
根 反 , 则 向 左边 弯曲 相反 , 则 向 右边 弯曲 


图 2.8 试 值 法 的 判定 过 程 


2.2.2 试 值 法 的 收敛 性 


结合 式 (18) ,用 式 (19) 和 式 (20) 表 示 的 判定 过 程 可 构造 o,, 刀 上 区 间 序 列 ,其 中 的 每 个 序 
列 包 含 零点 。 在 每 一 步 中 ,零点 " 的 近似 值 为 ， 
总 = 咏 0 2 ? (22) 
而 且 可 以 证 明 序 列 ie, | 将 收敛 到 r。 但 要 注意 ,尽管 区 间 宽 度 六 - oa, 越 来 越 小 ,但 它 可 
能 不 趋 近 于 0。 例 如 曲线 酝 数 y = /(x) 在 蔡 近 点 (r,0) 处 是 冲 形 ,一 个 端点 是 固定 的 , 另 一 
点 逼近 解 , 但 区 间 不 趋 近 于 零 (如 图 2.9 所 示 )。 








图 2.9 在 试 值 法 中 的 固定 点 


现在 用 试 值 法 求解 xsin(x) - 1 = 0 并 观察 它 是 否 比 二 分 法 收敛 得 快 。 同 时 也 要 注意 
| - au 上 -不 趋 近 于 0。 
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例 2.8 利用 试 值 法 寻找 xsin(z) -1=0 在 区 间 f0,2] 内 的 报 ( 函 教 sin(x) 用 弧度 计算 )。 
初始 值 ae =0 和 bo = 2。 可 得 到 六 0) = - 1.00000000 和 所 2) = 0.81859485, 因此 在 区 间 


[0,2] 间 有 一 个 根 。 利 用 式 (22) ,可 得 到 : 


加 0.81859485(2 - 0) 四 _ 
ce=2-5.81859485 《一 信 =1.09975017 和 及 co) = -0.02001921 


函数 在 区 间 [co,to] = [1.09975017,1] 改 变 蔡 号 ,因此 从 左边 迁 缩 , 设 m = co= co 且 太 = 
bo。 报 据 式 (22) 可 得 到 下 一 个 近似 值 : 
和 

(ci) = 0.00983461 
接 下 来,F(z) 在 区 间 [ ai ,cr] = [1.09975017,1.12124074] 内 改变 符号 ,下 一 个 判定 是 从 右 
边 正 缩 , 且 设 aa = al 和 思 = cl。 整个 计算 过 程 如 表 2.2 所 示 。 


二 分 法 的 终止 判别 条 件 不 适用 于 试 值 法 ,否则 可 能 导致 无 穷 循 环 。 连 续 选 代 的 封闭 性 和 
17cu) 1 的 值 可 同时 用 来 作为 程序 2.3 的 终止 判别 条 件 。 在 2.3 节 将 讨论 这 样 做 的 原因 。 


表 2.2 用 试 值 法 求解 xsinf x) -1=0 








下 在 刚 点 ,me  | 中 点 ,cr 右 庙 点 ， 姑 函数 值 fc) 
0 0.00000000 上 ,09975017 2.00000000 一 0.02001921 
1 1.09975017 了.12124074 2.00000000 ,0098346] 
2 1.09975017 1.11416120 ,12124074 0.00000563 
3 1.09975017 1.11415714 1.11416120 0.00000000 

















程序 2.2{ 二 分 法 } 求解 方程 妨 z) = 0 在 区 间 [ o, 8] 内 的 一 个 根 。 前 提 条 件 是 fx) 
是 连续 的 ,上 且 7s) 与 大 纪 的 符号 相反 











function [cerr,yc]= bisect(f,a,bydelta) 
8 ITnPUE - 人 ie the furction input as aa String *E" 


争 - aandbarethe left and right end points 
多 - gaelta is the tolerance 

8% Output- c is the zero 

多 - yc=f(c) 

针 - err is the error estimate for c 


ya= feval(f,a); 
yb= feval(f,b)i 
yax#yb> 0,breakyend 
maxl =T+zrouna((log(b-a)- log(delta))/log(2)); 
for K = :max1 
c=(a+rb)/2; 
Yec = feval(f,c); 
ifyc==0 
忆 = 
Dp=cy 
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elseif yb*Yyc>0 


b=ci 
Yb=yc 
else 
a=c; 
Ya=YCi 
end 
EDP-a < aeltabreakend 
end 
c= (at+rDb)/2; 


err= abs(b- a); 
yc= feval(f,c); 











程序 2.3{ 试 位 法 } 求解 方程 Kx) =0 在 区 间 [c, 纪 内 的 根 。 前 提 条 件 是 .F(x) 是 连 
续 的 , 且 九 ec) 与 .7) 的 符号 相反 








Eunction [cerr,yc] = regula(f,a,b,delJtakvepsilonymax1) 
8 Input - f is the function input as a String 7 


和 - aandab are the left andright end points 
多 - delta is the tolerance for the zero 

旬 ~ epsilon is the toletarce for the value of f at the zero 
和 - maxl is the maximum number of iterations 

#% Output- c is the zero 

和 ~- ye=fc) 

多 - err is the error estimace for c 


Ya = feval(f,a); 
Yb = feval(f,b); 
ifyaxyb>0 
Gisp( "Notesf(a)xf(b)>0")， 
break， 
enad 
for kx = 1:max1 
Gx=ybx(b-a)Ayb-ya)i 
c=b-dx 
acC=C 一 ai 
Yc = feval(E,c)5 
if yc== 0,breaks 
elseif ybx*yc>0 
P=ci 
ypb=yci 
else 
ac 
Ya=Yyci 
end 
dx=min(abs(dx),ac) 
if abs(dx) < delta,break,engq 
if aba(yc) < epsilon,breakyend 





ena 
人 

err= abs(b-a))/23 
Yec= feval(f,c)s 
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2.2.3 划分 方法 练习 
在 练习 1 和 练习 2 中 ,如 果 在 240 个 月 内 每 月 付款 已 ,求解 满足 整个 年 金 4 的 利率 了。 采 
用 二 分 法 和 了 的 两 个 初始 值 计 算 下 列 了 的 3 个 近似 值 。 
1， 忆 = 8$275,4 = $250 000, 厂 =0.11, 厂 =0.12 
2 刀 = $325,4 = 8400 000, 太 =0.13, 厂 =0.14 
3 对 下 面 每 个 函数 寻找 一 个 区 间 [a, 妇 , 使 得 Pa) 和 6) 的 符 导 相反 。 
(a) 扰 z)=er 一 2 一 和 
(hb) 大 xs) = eos(x) + 一 
(ce) 扎 x)=Jn(x)》 -了 + 区 
〈《d) 大 xz) = 和 妇 一 105+23 
在 练习 4 到 练习 7 中 ,利用 试 位 法 在 区 间 [ as, 加] 内 计算 co ,cl,ez ,exe 
4. -2-x=0,[oo,po]=[-2.4,-1.6] 
5 cos(z) +1-x=0,[ao,bo]=[0.8,1.6] 
6，ln(z)~5+x=0,[ao,jo]=[3.2.4.0] 
7 
8 











、， 妇 -10x+23=0,[ao, 加 ]=[6.0,6.8] 

， 用 [oo ,bo],[al,]，…,[es, 思 ] 表 示 二 分 法 产生 的 区 间 。 
《下 试 证 明 ao 大 mi 生生 as 么 信和 … 二 到 生生 和 二 各。 
《b) 试 证 明 包 -am =(8o -eco)/2"。 

(e) 设 每 个 区 间 的 中 点 为 = (au + 名 )/2, 试 证 明 : 
提示 :回顾 微 积 分 参考 书 中 单调 序列 的 收敛 性 。 

9 如 果 用 二 分 法 求解 函数 护 *) = 1(* - 2) 的 零点 ,而 且 








《a) 区 间 为 [3,7] {b) 区 间 为 [17] 
时 ,情况 如 何 ? 

10. 如 果 用 二 分 法 求解 函数 沁 z) = tan(x) 的 零点 ,而 
(a) 区 间 为 [3,4] (b) 区 间 为 [1,3] 
时 ,情况 如 何 ? 


: 假设 用 二 分 法 寻找 函数 扎 z) 在 区 间 [2,7] 内 的 零点 。 热 行 多 少 次 后 可 以 使 近似 值 mw 
的 精度 达到 5 x 10-?? 


12. 试 证 明 试 位 法 的 式 (22) 在 代数 上 等 价 于 ; 
_af(b) -bo 
“7 


13. 构造 用 来 确定 二 分 法 需要 的 选 代 次 数 式 (15)。 提 示 : 用 15 - el/2"… < 8 和 对 数 计算 。 

14. 多 项 式 拟 =(x -1P(x-2)(z-3) 有 3 个 零点 :3 个 重 根 * = 1 和 单 重 根 x*=2、x =- 
3。 如 果 ae 和 io 是 任意 两 个 实数 ,满足 oo <1 和 久 >3, 则 扎 eo)F(5) <0。 这 样 ,在 

区 闻 [ ee, bo] 内 ,二 分 法 将 收 伍 到 3 个 零点 之 一 。 如 果 选 择 we <1 和 加 > 3, 而 且 对 任 
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意 nz1 有。 = 和 了 和 不 等 于 1.2 或 3, 则 一 分 法 一定 不 会 收 策 到 哪个 零点? 为 什么 ? 
15， 如 昌 多 项 式 Kx) 在 区 间 [oo,bo] 内 有 奇数 个 实 夫 点 ,每 个 零点 有 奇数 重 根 , 则 (ao)7Ctu) 
<0, 且 利用 二 分 法 将 站 全 到 其 中 一 个 办 点。 如果 ou <1 且 加 > 3, 而 且 对 任意 na>1, 有 
-全 计生 不 等 于 人 a 的 任意 一 个 零点 , 则 一 分 法 一 定 不 会 收 全 到 哪个 只 点 ? 为 什么 7 
2.2.4 ”算法 和 程序 


- 如 果 在 240 个 月 内 每 月 付款 $300， 求解 满足 整个 年 侈 4 为 $5000 000 的 利率 了 的 近 


似 值 (精确 到 小 数 点 后 10 位 )。 


， 设 圆 球 由 一 种 白 橡 树 构 成 ,密度 p = 0.710, 半 径 > = 15。 将 它 放 人 水 中 , 球 浸 人 水 中 


部 分 的 质量 (精确 到 小 数 点 后 8 位 ) 是 多 少 ? 


。 修改 程序 2.2 和 程序 2.3, 使 得 输出 分 别 类 似 于 表 2.1 和 表 2.2 的 矩阵 ( 即 矩阵 的 第 一 


行 应 当 为 [0 oo co 如 (oo)])。 


。 使 用 为 求解 问题 3 编写 的 程序 ,求解 函数 * = tan(x) 的 3 个 最 小 正 根 的 近似 值 。 


一 个 单位 球体 被 平面 切 成 两 部 分 ,其 中 一 部 分 的 体积 为 另 一 部 分 的 3 倍 。 确 定 从 球 
中 心 记 平面 的 距离 (精确 到 小 数 点 后 10 位 )。 


2.3 初始 近似 值 和 收敛 判定 准则 


划分 方法 依赖 于 寻找 满足 马 c) 与 扎 国 ) 符 号 相反 的 区 间 [e ,8]。 一 旦 找到 区 间 ,无 论 区 间 
多 大 ,通过 选 代 总 会 找到 一 个 根 ,因此 这 些 方法 被 称 为 全 局 收 敏 法 。 然 而 ,如 果 F(x) = 0 在 区 
间 [e, 妇 有 多 个 根 , 则 必须 使 用 不 同 的 初始 区 间 来 寻找 每 个 很 ,要 寻找 这 些小 区 间 并 不 容易 。 

在 2.4 节 ,将 会 研究 牛顿 拉夫 申 (Newton - Raphson) 法 和 制 线 法 以 求解 /z) = 0。 这 两 种 方 
法 要 求 给 定 一 个 接近 根 的 近似 值 以 保证 收敛 性 。 因 此 这 些 方法 被 称 为 局 部 收敛 法 ,局 部 收敛 
的 速度 远大 于 全 局 收 倒 的 速度 。 一 些 混合 方法 首先 采用 全 局 收 伍 法 , 当 迭 代 逼 近 根 后 ,再 切换 
到 局 部 收敛 法 。 

如 果 根 的 计算 过 程 属于 一 个 非常 旋 大 的 工程 ,那么 可 以 采用 一 个 较为 简便 的 办 法 , 即 首先 
将 函数 画 出 来 。 通 过 对 图 y = /(z) 进 行 观察 ,并 根据 它 的 形状 ( 凹 性 ,斜率 、 振 荡 性 、 局 部 极 值 
和 拐点 等 ) 可 以 做 出 重要 的 判断 。 更 重要 的 是 , 录 果 图 中 对 应 的 点 存在 ,它们 可 以 被 分 析 并 用 
来 决定 根 的 近似 值 位 置 。 这 些 近似 值 可 作为 求 根 算法 的 初始 值 。 

求解 过 程 必 须 非 常 仔细 ,计算 机 软件 包 中 有 各 种 复杂 的 图 形 软件 。 假 设 利用 计算 机 对 在 
区 间 [e,6] 内 的 函数 y = 扎 z) 进 行 绘图 ,通常 应 将 区 间 划分 为 w+ 个 等 了 距 点 :a= mm<zi < 
<mm=, 并 计算 函数 值 % = A(x )。 然 后 ,或 者 使 用 线段 ,或 者 利用 * 拟 合 曲线 "在 连续 点 
(Co 和 (和 办) 之 间 进行 绘图 ,其 中 上 = 1,2,.…., 交 。 必 须 确保 有 尾 够 的 点 ,才能 保证 当 
函数 变化 很 快 时 曲线 部 分 不 丢失 根 。 如 果 F(x) 连 续 , 且 两 个 邻接 连续 点 (zy 和 (和 ， 
为) 位 于 = 轴 的 两 边 , 则 根据 中 值 定理 ,在 区 间 [x%，, 和] 内 至 少 有 一 个 根 。 但 如 果 在 区 间 
[ss -se] 内 有 一 个 或 多 个 靠 得 很 近 的 根 ,而 且 邻 接 两 点 ( ,六 ) 和 ( 交 , 六 ) 位 于 x 轴 的 局 
一 边 , 则 计算 机 生成 的 函数 了 的 图 形 不 能 指示 出 适合 中 值 定理 的 位 置 , 即 计算 机 产生 的 图 形 并 
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不 是 函数 / 实际 图 形 的 真实 表示 。 当 然 ,函数 根 非 常 接近 的 情况 并 不 常见 ;在 这 种 情况 下 ,图 
形 包含 根 的 区 域 没 有 跨 过 * 轴 , 或 者 根 在 纵向 渐 近 线 附 近 。 当 利用 任何 数值 求 根 算法 时 , 需 
要 考虑 到 函数 的 这 些 特性 。 

最 后 ,在 两 个 非常 接近 的 根 或 一 个 双重 根 附 近 ,计算 机 在 ( 必 -， ,多 1) 和 ( 因 , 因 ) 之 间 生成 的 
曲线 可 能 不 跨 过 或 接触 * 轴 。 如 果 17( zx)1 小 于 预定 义 值 s(ie. ,Am )~0), 则 xx 是 暂时 的 根 
的 近似 值 。 但 在 图 中 xx 附近 有 许多 值 接近 0, 这样 汪 可 能 并 不 接近 实际 的 根 。 因 此 ,必须 增加 
要 求 :斜率 在 (ze ,ys) 附 近 改 变 符号 ,也 就 是 说 ,保证 m _; = 帮 = 2 和 玫 = 二 芝 的 符号 
定 相 反 。 由 于 凡 - 和-: >0 且 xi - 内 >0, 因 此 没有 必要 使 用 差 商 ,通过 检验 关 一 儿 -: 的 差 和 
思 xl 儿 关 符 号 是 否 相反 就 足够 了 。 在 这 种 情况 下 ,% 是 根 的 近似 值 。 然 而 ,不 能 保证 这 个 初 
始 值 将 一 定 会 产生 一 个 收敛 序列 。 如 果 在 y = Ax) 的 图 形 中 有 一 个 局 部 最 小 (或 最 大 ) 值 趋 近 于 
0, 则 当 /ma)=0 时 ,尽管 a 并 不 趋 近 一 个 根 ,但 仍 将 岂 作为 根 的 近似 值 。 


例 2.9 在 区 间 [ -1.2,1.2] 内 寻找 方程 如 -好 -x+1=0 的 根 的 近似 值 位 置 。 为 了 说 明 情 
况 ,选择 让 =8, 并 参见 表 2.3。 


考虑 三 个 横 坐 标 - 1.05、- 0.3 和 10.9。 因 为 As) 在 区 间 [ - 1.2, -0.9] 内 改变 符号 ,所 以 
值 -1.05 是 一 个 报 的 近似 值 ;事实 上 , 九 -1.05) = -0.210。 

尽管 在 横 坐 标 0.3 附近 斜率 改变 符号 ,但 由 于 F( -0.3) = 1.183; 因 此 -0.3 不 在 根 附 近 。 
最 后 ,函数 的 斜率 在 横 坐 标 0.9 附近 改变 符号 ,而 且 0.9) = 0.019, 因 此 0.9 是 一 个 报 的 
近似 值 (如 图 2.10 所 示 )。 

































































表 2.3 寻找 根 的 近似 值 位 置 






































四 函数 人 世 的 剖 谋 7(s) 或 (中 的 符号 改变 
3-1 短 铸 二 中- 了 t1 一 入 

一 1.2 -3.125 一 0.968 2.157 1.329 在 [x_i ,xx] 中 了 改变 符 叶 

一 0.9 一 0.968 0.361 1.329 人 0.653 

-0.6 0.361 1.024 站 .663 0.159 

0.3 1.024 1.183 0.159 -0.183 接近 % 时 /改变 符号 

0.0 1.183 1.000 一 0.183 一 0.363 

0.3 1.000 0.637 一 0.363 一 0.381 

0.6 0.637 0.256 一 0.381 一 0.237 

0.9 0.256 0.019 -0.237 0.069 接近 w 时 广 牙 变 符 导 

1 .2 0.019 0.088 0.069 0.537 

2.3.1 检测 收 倒 性 

















使 用 图 形 只 能 观察 根 的 近似 位 置 ,必须 用 算法 计算 出 计算 机 可 接受 的 真正 解 mn 。 通 常 使 用 迁 
代 产 生 序 列 jm| 来 逼近 根 P ,但 必须 提前 设 定 终止 选 代 的 判别 条 件 或 策略 ,使 得 计算 机 求 出 一 个 较 
精确 的 近似 值 后 ,可 以 停止 计算 。 由 于 目标 是 求解 /xz) = 0, 所 以 最 终 值 m 应 当 满 足 lA(p.)1<e。 

用 户 可 提供 1 )1 的 允许 误差 ,然后 通过 先 代 过 程 产生 点 忆 = (Pi 7 术 ))》, 直 到 点 及 
位 于 直线 y = fs 和 7= -e 之 问 水平 区 域 ,如 图 2.11(a) 所 示 。 当 用 户 求解 R(x) = 大 时 ,如 果 
利用 求 根 的 算法 求解 妃 z) = ix) - 工 , 则 此 判定 条 件 非常 有 用 。 
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车 2.10 三 次 多 项 式 y= 丈 一空 -x+1 的 图 形 


另 一 个 终止 判别 条 件 与 槛 坐标 有 关 , 可 以 用 来 判定 序列 | pe | 是否 收 敛 。 如 果 在 * = p 的 
两 边 画 出 垂直 线 x=P + 3 和 x = 情 - 9, 当 点 P 位 于 这 两 个 垂直 线 之 间 时 ,可 确定 停止 迁 代 ， 


如 图 2.11(b) 所 示 。 





图 2.11(a) 定位 函数 Xx) = 0 的 解 的 横向 收敛 区 











图 2.11(b) 定位 函数 尖 *) =0 的 解 的 纵向 收敛 区 


相 比 而 言 ,后 一 个 判别 条 件 更 能 满足 要 求 , 但 因为 它 包含 不 知道 的 解 p, 所 以 实现 起 来 较 
为 困难 。 可 以 根据 这 个 思路 改进 , 即 当 连续 适 代 P -; 和 足够 接近 ,或 者 它们 有 位 有 效 数 
字 时 ,停止 进一步 计算 。 

有 些 情 况 下 , 当 p.~ 巴 -; 或 者 马 p。) 0 时 ,就 可 以 满足 用 户 的 算法 。 理 解 这 一 结论 ,需要 
借助 于 正确 的 逻辑 推理 。 如 果 要 求 1m -pf<8 且 1F(p,) <el; 则 点 已 位 于 包含 根 (p,0) 的 一 
个 矩形 区 域内 ,如 图 2.12(a) 所 示 。 如 果 规 定 1p, - pl< 8 或 1f(p,)1<e, 则 点 已 位 于 水 平方 
向 与 垂直 方向 的 并 集 区 域内 ,如 图 2.12(b) 所 示 。 多 许 误差 $ 和 e 的 大 小 很 关键 。 如 果 允 许 误 
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差 选 得 太 小 , 则 迭代 可 能 无 限 执行 下 去 。 应 当选 择 比 10-* 大 约 大 100 倍 的 允许 误差 ,这 里 W 
是 计算 机 学 点 数 的 小 数位 数 。 横 坐标 的 封闭 性 可 用 如 下 判别 条 件 检测 : 
加 -可 1<s (评价 绝对 误差 
或 
天 站 二 和- (评价 相对 误差) 
T- 12 
纵 坐 标的 封闭 性 通常 通过 1 ) <ei 来 检查 。 











图 2.12(b) 由 lz- pl<8 或 1y1<e 定义 的 无 边界 区 域 


2.3.2 有 问题 的 函数 (TroubleSome Functions) 


由 于 截断 误差 和 计算 中 的 不 稳定 性 ,因此 用 计算 机 求解 所 x) = 0 总 会 有 误差 。 如 果 图 形 
Y= 成 *) 很 陡 地 逼近 根 (P,0) , 则 求 根 问 题 是 良 态 的 (well conditioned) ,也 就 是 说 ,很 容易 得 到 具 
有 多 位 有 效 数字 的 解 。 如 果 图 形 y = 护 x) 非 常平 组 地表 近 根 (p,0), 则 求 根 问题 是 病态 的 ( 记 
conditioned) ,也 就 是 说 ,只 能 得 到 带 少量 有 效 数 字 的 解 。 这 种 情况 发 生 在 六 z) 在 p 处 有 多 个 
根 的 时 候 。 这 在 下 一 节 会 进一步 讨论 。 

程序 2.4( 求 解 根 近 似 值 位 置 ) 为 了 粗略 估算 方程 Kx) = 0 在 区 间 [。, 史 内 根 的 位 
置 ,使 用 等 间隔 采样 点 和 如 下 的 评定 准则 

(CD (xy<O 

(ii 1 和 1<e 且 式 (加 -办 (一 帮 ) <0 

这 样 ,要 么 所 t-) 与 大 国 ) 符 号 相反 ,要 么 17i)1 足 够 小 且 曲 线 y = ALx ) 的 斜率 在 
《xz 大 x)) 附 近 改 变 符号 
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functicr R = approot (Xepsilon) 
g TInput -fis he cbject function saved as an 了 四 file namec 于, 世 


上 一 X 1s the vector of abscissas 
多 -epsilon is the tolerance 

旬 Output -及 is the vector of approximate rcoots 
了 = EX 


yzrange = JaxfY) - minfY)i 
epsilon2 =yrangex epsilon 
= length(X); 
= 0; 
X(n+1)=X(Cn); 
YGn+1l)=YCny5 
fork= 23n， 
ifY(k-1)w*Yk)<=0， 
症 = 卫 +1i 
RCm) = (xX(K- 1)+ XCk))/23 
enaq 
Ss=(Y(k) -Y(k-1))* 
(YCK+1) -Yo)5 
if (abs(Y(k)) < epsi-on2)& (s< =0)， 
下 = 下 + 
R(m) = X(k)5 
engd 
eng 


例 2.10 使 用 程序 approot 求解 函数 FLx) = sin(eos(z2)) 在 区 间 [ -2,2] 内 根 的 近似 位 置 。 首 
先 将 了 保存 为 开 文件 ,命名 为 fm。 由 于 其 结果 被 未 根 算 法 作为 初始 值 ,所 以 构造 
下 ,使 得 近似 值 精确 到 小 灼 点 后 面 4 位 : 
> >X= -2:.001:23 


> > approot(X,0.0001) 
ans = 


一 工 ,9875 -1.6765 -1.1625 1.1625 1.6765 1.9875 
通过 将 结果 与 函数 了 的 图 形 进行 比较 ,可 以 得 到 一 个 较 好 的 初始 近似 值 以 用 于 求 根 算法 。 
2.3.3 初始 近似 值 的 练习 


在 练习 题 1 到 练习 题 6 中 ,使 用 计算 机 或 图 形 计 算 器 ,通过 图 形 来 确定 函数 Kx) =0 根 的 
近似 位 置 。 在 每 个 习题 中 , 确定 区 间 [ ,6] ,以 便利 用 程序 2.2 和 程序 2.3 求解 根 ( 即 
Ca)Fb)<O)。 














7 赤 sg = 妇 一 -2 过 xs2 

2. A(z)=xt-cos(x) 一 2<Y 扫 2 

3. ARx)=sin(x)-2cos(x) -2<x< 二 2 

4. jg)=cos(x)+(T+ 委 ) 一 2<x 过 2 

3. xz)=(z-22-In0c) 0.5< 二 x 和 4.5 
6. 护 x)=2x-tan(x) 一 1.4<Y 生 1.4 
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2.3.4 算法 和 程序 


在 问题 1 和 问题 2 中 ,使 用 计算 机 或 图 形 计 算 器 ,在 给 定 的 区 间 内 ,通过 程序 2.4 求 解 实 
根 的 近似 值 , 精 确 到 小 数 点 后 4 位 。 然 后 利用 程序 2.2 和 程序 2.3, 求 解 精确 到 小 数 点 后 
包含 12 位 的 根 的 近似 值 。 
I 7Xz) = 1000 000 衬 -111000x2+1110x -1 一 2 二 xz 反 2 
2. 扩 xz)=Sx0 -38xz +21x8 -Srx6 -3mrx5 -So2+8x -3 -1<x< 和 15 
3. 一 个 计算 机 程序 使 用 点 (zyo) (zt7),… 和 (xy,yw), 可 画 出 函数 y = Ax) 的 图 形 ， 
通常 还 标记 出 图 形 的 纵向 高 度 ,而 且 必 须 写 出 一 个 子 程序 来 确定 画 数 了 在 区 间 中 的 最 
大 值 和 最 小 值 。 
(a) 构造 一 个 寻找 值 fs = maxt| yi 和 了 es = minly | 的 算法 。 
(b) 写 一 个 MATLAB 程序 寻找 函数 Ps) 在 区 间 [e, 交 内 根 的 近似 位 置 和 极 值 。 
(e) 使 用 (b) 中 的 程序 寻找 问题 1 和 问题 2 中 根 的 位 置 和 极 值 ,并 与 真 值 进行 比较 。 























2.4 牛顿 拉夫 申 {[Newton - Raphson)} 法 和 割 线 法 


2.4.1 求 根 的 斜率 法 


如 果 扩 sx), 疡 (*) 和 J"(x) 在 根 己 附 近 连 续 , 则 可 将 它 作为 妨 z) 的 特性 ,用 于 开发 产生 收 
伍 到 根 ”的 序列 |Psi 的 算法 。 而 且 ,这 种 算法 产生 序列 jz 上 | 的 速度 比 二 分 法 和 试 位 法 快 。 牛 
驰 拉 夫 申 (简称 牛顿 ) 法 依赖 于 /"(x) 和 . 玫 (x) 的 连续 性 ,是 这 类 方法 中 已 知 的 最 有 用 和 最 好 
的 方法 之 一 。 本 小 节 首先 通 过 图 形 方 式 对 牛顿 法 进行 介绍 ,然后 用 素 勒 多 项 式 对 其 进行 更 严 
格 的 分 析 。 

设 初始 值 pe 在 根 P 附 近 。 则 函数 y = F(x) 的 图 形 与 * 轴 相 交 于 点 (p,0) ,而 且 点 (po， 
瑚 po)) 位 于 靠近 点 (p,0) 的 曲线 上 (如 图 2.13 所 示 )。 将 定义 为 曲线 在 点 (pe,F(pe)) 的 切 
线 与 = 轴 的 交点 。 则 通过 图 2.13 可 以 看 到 P 比 pm 更 靠近 p。 如 果 写 出 如 下 所 示 的 切线 了 工 的 
两 种 表达 式 , 可 得 到 与 站 和 mo 相关 的 公式 ; 
































(1D) 
上 式 是 经 过 点 (P,,0) 和 点 (Po,7pe)) 的 直线 斜率 , 即 : 

现 =F (po) (2) 
上 式 是 点 (pa ,大 po)) 处 的 曲线 斜率 。 式 (1) 和 式 (2) 的 斜率 mm 相等 , 则 求解 nm 可 得 ; 


重复 上 述 过 程 可 得 ,序列 jpui 收 敛 到 p。 下 面 将 精确 定义 上 述 计 算 过 程 。 
定理 2.5( 和 牛顿 拉夫 申 {Newton - Raphson) 定 理 } 设 AE C[a ,6, 且 存在 数 pE [a,5], 满 足 


刀 P)=0。 如 果 产 (p) 关 0, 则 存在 一 个 数 3 > 0, 使 得 由 如 下 选 代 定 义 序列 jp,1z 收 委 到 对 于 
任意 初始 近似 值 pE [p - 9,p+ 6] 成 立 的 p， 


5 数值 方法 (MATLAB 版 ) 





记 spp 下 2 (4) 


注 : 函 数 8(*) 由 如 下 公式 定义 : 


四 【人 )》 
s(z)=z- 为 沪 (5) 








人 的 AR 
图 2.13 用 于 牛顿 拉夫 申 法 的 P 和 疡 的 几何 结构 


并 称 为 牛顿 拉夫 申 迁 代 函 数 。 由 于 Ap) = 0, 显 然 gs(P) = p。 这 样 ,通过 寻找 函数 g(x) 
的 固定 点 ,可 以 实现 寻找 方程 马 z*) = 0 的 根 的 牛顿 拉夫 申 选 代 。 

证 明 : 如 图 2.13 所 示 的 点 P 的 几何 结构 不 能 帮助 我 们 理解 为 何 pe 需要 大 近 p 或 为 何 
.”(x) 的 连续 性 是 必要 的 。 这 需要 从 一 阶 秦 勒 多 项 式 和 它 的 余 项 开 巡 分 析 : 





Fa) -Apo+P(p)(z- pr 人 -mm (9 
这 里 ,c 位 于 pe 和 x 之 间 。 用 x = p 代入 式 (6) ,并 利用 六 p) = 0, 可 得 到 ; 
0=7po)+P(po)Cp-p+ 人 Ce 全 -oo O) 


如 果 m 足够 逼近 p, 则 式 (7) 右 边 的 最 后 一 项 比 前 两 项 的 和 小 。 因 此 最 后 一 项 可 忽略 ,而 
且 我 们 可 利用 如 下 近似 表达 式 : 


0= po)t+ 疡 (po)(p-po) (8) 

求解 式 (8) 中 的 p, 可 得 到 p= Ps - 扰 po)/ 记 (po)。 这 可 用 来 定义 下 一 个 根 的 近似 值 P : 
po) 

户 =po 产 (pi 《9) 


当 户 -: 用 在 式 (9) 的 m 位 置 上 时 ,就 可 以 建立 一 般 规则 ( 见 式 (4))。 对 大 多 数 应 用 而 言 ， 
这 是 需要 理解 的 全 部 内 容 。 但 是 ,为 了 全 面 理解 发 生 的 情况 ,可 能 需要 固定 点 迁 代 和 应 用 定理 
2.2。 关 键 是 对 gf (xz) 的 分 析 : 
ge- 写 CA 全 9 CD - -9 
根据 假设 , 凡 p) =0, 这 样 8'(p) =0。 人 0, 而 且 8(x) 是 连续 的 ,所 以 可 能 找到 
一 个 数 3 > 0, 在 区 间 18(x*)1<1 内 满足 定理 2.2 中 的 假 设 (p- 8,p+ 人)。 因 此 ,用 mm 初始 化 
收 敏 序列 j psj fo 收 伍 到 成 x) = 0 的 一 个 根 的 充分 条 件 是 ppE(p- 9,p+8), 且 8 满足 : 


对 所有 的 zE(p- SP+0 有 -2 人 <1 (10) 
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推论 2.2( 求 平方 根 的 牛顿 选 代 ) 设 4 为 实数 , 且 4 > 0, 而 且 令 mm > 0 为 Y 4 的 初始 近似 值 ， 
可 用 下 列 递归 规则 定义 序列 | 产 |s。 即 ， 


4 
Pi+ 认 - 
疡 = 一 2 (GD 
则 序列 jz| 人 o 收 和 敛 到 V 4 ,也 可 表示 为 mm =V4。 
简单 证 明 :从 耿 数 所 >) = 衬 - 4 ,得 到 方程 阅 - 4 =0 的 根 为 +*V4。 现 在 利用 式 (5) 中 的 
所 x) 和 导数 ,可 写 出 牛顿 拉夫 申 选 代 公式 ， 








ae =x-8 攻 -二 (2) 
此 公式 可 简化 为 ， 
x+ 全 
&《x) = 5 (13) 


用 式 (13) 中 的 8(*) 定 义 式 (4) 中 的 递归 选 代 时 ,结果 是 式 (11)。 可 以 证 明 对 任意 初始 值 
me>0, 式 (11) 中 生成 的 序列 将 收敛 。 详 细 证 明 过 程 留 作 练习 。 


在 推论 2.2 中 ,非常 重要 的 一 点 是 迭代 函数 5(x*) 只 包含 算术 符号 + ，-，x 和 /。 如 果 
3x) 包 含有 平方 根 的 计算 , 则 会 陷 人 循环 推理 中 , 即 为 了 能 够 计算 平方 根 , 允 许 递归 定义 一 个 
序列 最 终 收敛 到 V 4。 由 于 这 个 原因 ,选择 了 F(x) = x* - 4, 因 为 它 只 包含 了 算术 操作 。 
例 2.11 用 牛 疾 平 方 根 算法 求 VS 的 近似 值 。 


从 可 =2 开 始 ,计算 ; 
2+5f2 
P=242 




















=2.25 


疡 = =2.236111111 


疡 =2226HL552.2361101 -2.236067978 


户 = 36067978+ /2.236067978 - 2.236067978 


进一步 选 代 可 得 到 冲 一 2.236067978 ,其 中 虑 > 4, 收 化 精度 精确 到 小 数 点 后 面 9 位 。 


现在 通过 分 析 基础 物理 中 的 一 个 数 悉 的 问题 ,来 分 析 为 什么 确定 根 的 位 置 非常 重要 。 设 

一 个 投射 体 从 原点 发 射 ,仰角 为 和 ,初始 速度 为 mw。 忽略 空气 阻力 ,如 果 用 英尺 测量 , 则 飞行 
高 度 7 = 7( 张 和 飞 行 水 平行 程 x = x( 间 符合 如 下 规则 ; 

y= at-16i 和 xz= tt (14) 

这 里 ,初始 速度 的 水 平分 量 为 mw = zcos( 加 ) ,垂直 分 量 为 w = msin( 如 )。 式 (14) 表 示 的 

数学 模型 容易 用 于 求解 投射 体 的 飞行 路 径 ,但 得 出 的 飞行 高 度 和 飞行 距离 均 高 于 实际 。 如 果 
考虑 到 空气 阻力 与 速度 成 一 定 比例 , 则 运动 方程 变 为 ， 

y= 太 D=(Co+32C)(1-er%)-32C (15) 
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x=r(b=Co(L-e7) (16) 
其 中 C = mm/ 是 空气 阻力 的 系数 ,mm 是 投射 体 的 质量 。 如 果 5C 的 值 增 大 , 则 可 得 到 更 
高 的 最 高 飞行 高 度 和 更 远 的 飞行 路 程 。 考 虑 空气 阻 力 的 投射 体 飞行 轨迹 如 图 2.14 所 示 。 改 
进 的 模型 更 符合 实际 , 但 需要 用 求 根 算法 求解 Ki) = 0 来 确定 当 投射 体 击 中 地 面 时 经 过 的 时 
闻 。 式 (14) 中 的 基本 模型 不 需要 复兴 的 计算 来 求解 飞行 时 间 。 


了 

















(7 了 JCOD 四 





20 40 60 80 100 
图 2.14 考虑 空气 阻力 下 的 投射 体 飞行 轨迹 


例 2.12 一 个 投射 体 发 射 的 停 角 bo =43 ，oy = = 160 firs, 和 C = 10。 求 撞击 地 面 后 的 飞行 
时 间 和 飞行 水 平 路 程 。 
利用 式 (1S) 和 式 (16) ,运动 方程 为 y= 7i) =4800(1- e- 加 ) -3208 和 x=r(b=1600(1 
-ee ”)。 由 于 大 8) = 83.220972 和 六 9) = - 31.534367, 使 用 假定 的 初 值 pe = 8, 导 数 为 
(=480e 加 -320, 而 且 将 (po) =j 太 (8) = - 104.3220972 代入 式 (4) 可 得 ; 


_8 __83.22097200 
已 104322097 


计算 情况 如 表 2.4 所 示 。 
表 2.4 当 高 度 Ai) 为 0 时 求 得 的 飞行 时 间 


=8.797731010 

















天 时 间 , 庆 1 下 高 度 , 扰 pt) 
站 8.00000000 日 .79773101 83.220972D0 
1 8.797733101 一 0.05530160 一 6.68369700 
2 8.7424294T 一 0.00025475 一 0.03050700 
了 .74217467 一 0.00000001 一 0.00000100 
4 8.74217466 0.00000000， 0.00000000 





值 ma 的 精度 为 小 数 点 后 面 8 位 ,飞行 时 间 为 =-8.74217466 秒 。 飞 行 水 平 路 程 可 用 六 
计算 ,结果 为 : 
r(8.74217466) = 1600(1 - e 09 ) = 932.4986302 所 


2.4.2 被 零 除 错 误 


牛顿 拉夫 申 法 的 一 个 明显 缺陷 是 ,如 果 在 式 (4) 中 疡 (m_,) = 0, 则 可 能 存在 被 零 除 错误 。 
需 有 一 个 函数 用 于 检查 程序 2.5 中 的 这 种 情况 ,但 在 这 种 情况 下 ,对 于 最 后 计算 的 近似 值 户 -， 
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如 何 处 理 ? 很 可 能 几 pt-,) 足 够 接近 零 , 这 样 说 -, 是 根 的 一 个 可 接受 的 近似 值 。 下 面 将 研究 这 
种 情况 ,并 将 发 现 一 个 有 趣 的 事实 , 即 迭 代 收 敛 的 速度 有 多 快 。 
定义 2.4( 根 的 险 ) 设 .F(x) 和 它 的 导数 在 包含 x = 的 某 区 间 内 有 定义 且 连 续 。 则 称 
xzx) =0 在 x= 疡 处 根 的 阶 为 开 , 当 上 且 仅 当 ; 
大 p)=0(pD)=0RYD(p)=0， 而 且 Fo(p)z0 (17) 

如 果 一 个 根 的 阶 W = 1, 则 称 此 根 为 单 根 ;如 果 一 个 根 的 阶 W > 1, 则 称 此 根 为 重 根 。 如 果 
一 个 根 的 阶 W = 2, 则 称 此 根 为 二 重 根 ,以 此 类 推 。 下 面 的 结论 将 说 明 这 些 概念 。 
引 理 2.1 如 果 方程 Kx)=0 在 *= 处 有 根 的 阶 #, 则 存在 连续 函数 R(x) ,使 得 ,Asx) 可 表 
示 为 : 








xz)=(z-P)oRCz)， 有 (PP)F0 (18) 
例 2.13 函数 F(z)= 喇 -3z+2 在 记 = 一 2 处 有 单 根 ,在 =] 处 有 二 重 根 。 根 据 导 数 
FA(x)=32 -3 和 六 (*)=6x 可 对 其 进行 验证 。 当 P = -2, 可 得 到 PC-2)=0 和 
(~-2)=9, 因 此 定义 2.4 中 的 有 =1, 所 以 记 = -2 是 单 根 。 当 五 =1, 可 得 到 FI) 
=0j0)=0 和 (1)=6, 因 此 定义 2.4 中 的 W=2, 所 以 P=1 是 二 重 根 。 也 可 注 

意 到 所 4) 可 因 式 分 解 为 FLx) = (z+2)(z -1)。 


2.4.3 收 生 速度 


一 个 显著 的 性 质 是 :如 果 疡 是 几 x) =0 的 单 根 , 则 牛顿 法 收敛 很 快 ,而 且 每 次 选 代 结果 的 
小 数 点 后 的 精确 位 数 大 致 上 翻 倍 ; 另 一 方面 ,如 果 是 重 根 ,每 个 连续 的 近似 值 误差 呈 前 一 个 
误差 的 一 小 部 分 。 为 了 使 上 述 性 质 描述 得 更 精确 ,可 以 通过 定义 收敛 阶 , 测 量 序列 的 收 伍 速 
度 。 


定义 2.5( 收 敏 阶 ) ” 设 序列 Po 收 务 到 p ,而且 当 已 =p- 记 时 , 设 mn>0。 如 果 两 个 常量 
4x#0 和 愉 >0 存 在 ,而 且 : 





P 一 pa _ 1 1 有 
DPI LETTER IE 4 49) 


则 序列 称 为 以 收敛 阶 及 收敛 到 P。 数 4 称 为 渐进 误差 常数 。 当 = 1,2 的 情况 为 特殊 情 








况 
如 果 中 = 1, 则 称 序列 fp,12-o 的 收敛 性 为 线性 收敛 。 (20) 
如 果 尺 = 2, 则 称 序列 jp.j。 的 收敛 性 为 二 次 收 伍 。 (21) 


如 果 有 很 大 ,序列 pu.| 快 速 收 剑 到 p; 也 就 是 说 ,关系 式 (19) 意 味 着 对 于 一 个 较 大 的 值 ， 
有 近似 值 [已 ,1= 41 扣 12。 例如 , 设 灵 =2 且 1 已 1=10?, 则 | 玉 1 一 4x10-4。 
一 些 序列 的 收敛 率 不 是 整数 , 下 面 例子 中 割 线 法 中 的 收 伊 阶 是 及 =- (1+V5)P2 = 
1.618033989。 
例 2.14 { 单 根 的 二 次 收 艇 ) 从 四 = -2.4 开始 ,用 牛顿 拉夫 申 选 代 求 多 项 式 
天 x)= 妇 -3x+2 的 根 关 = -2。 计 算 fp,} 的 选 代 公式 是 ， 


Pt 1 一 2 


2 
大 “6(PrD =3p 3 (22) 
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用 尺 =2 并 利用 公式 (19) 检 查 二 次 收 阁 ,可 得 到 胡 2.5 中 的 值 
表 2.5 在 一 单 根 处 用 牛顿 法 收敛 4 次 











1 本 
下 可 Ps 一 下 五 = 一 下 1 本 开 
0 一 2.400000000 0.323809524 0.400000000 0.476190475 
卫 一 2.076190476 0.072594465 0.076190476 0.619469086 
和 一 2.003596011 0.003587422 0.008s96011 0.664202613 
3 一 2.000008589 0.000008589 0.000008589 
4 一 2.000000000 0.000000000 0.000000000 














通过 更 详细 地 分 析 例 2.14 中 的 收敛 速度 ,可 发 现 每 个 连续 迭代 的 误差 是 前 一 个 迭代 误差 
的 一 小 部 分 , 即 : 
| 一世 st 一 下 二 











其 中 4=2/3。 为 了 检查 上 式 , 利 
1p 一 于 | =0.000008589 和 1P - P21 = 10.00359601112: = 0.000012931 
而 且 容 易 看 到 : 








1P -Pa1=0.000008589~~0.000008621 = 对 1p -mm 
例 2.15 (在 二 重 根 处 线性 收 黎 ) 从 me = 1.2 开 始 ,用 牛顿 拉夫 申 选 代 求 多 项 式 
zx) = 和 妇 -3x+2 的 二 重 根 P= 1。 
用 式 (20) 窒 查 线 性 收 仇 ,可 得 到 表 2.5 中 的 值 。 


可 以 发 现 ,牛顿 拉夫 申 法 收敛 到 二 重 根 , 但 收 全 速度 慢 。F(p, ) 的 值 趋 近 于 0 的 速度 比 
万 (ps) 的 值 要 快 ,因此 ,当天 =p 时 , 式 (4) 中 的 商 F(psF (mm) 有 定义 。 序 列 线性 收敛 ,而 且 在 














每 次 迭代 后 ,误差 以 1/2 的 比例 下 降 。 接 下 来 的 定理 总 结 了 牛顿 法 在 单 根 和 一 重 根 上 的 性 能 。 
表 2.6， 在 二 重 根 处 牛顿 法 线性 收 艇 

下 疾 1 有 =P- 正 

0 1.200000000 一 0.096969697 一 0.200000000 0.515151515 
1 0.103030303 一 0.050673883 -1.103090303 0.508165253 
2 1.052356420 一 0.025955609 一 0.052356420 0.496751115 
3 1.026400811 一 0.013143081 一 0.026400811 0.509753688 
4 1.013257730 一 0.006614311 一 0.013257730 0.501097775 
5 1.006643419 一 0.003318055 -0.006643419 0.500550093 

















定理 2.6( 牛 柜 拉 夫 申 选 代 的 收 敏 速度 ) 设 牛 顿 拉夫 申 选 代 产 生 的 序列 jp.j > 。, 收 敛 到 函数 
成 z) 的 根 P。 如 果 是 单 根 , 则 是 二 次 收敛 ,而 且 : 


1Bs1= 折 多 让 瑟 PP， 其 中 足够 大 (29) 
如 果 疡 是 阶 多 重 根 , 则 是 线性 收 全 ,而 且 ; 
181= 器 1 玉 1，。 其 中 足够 大 C4) 
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2.4.4 缺陷 


被 零 除 的 错误 很 容易 预见 到 ,但 另 一 种 错误 则 不 是 那么 容易 被 发 现 。 设 有 函数 
zx) =-4z+5, 则 由 式 (4) 生 成 的 实数 序列 [pe| 将 从 左 向 右 来 回 移 动 , 不 会 收敛 。 通 过 简单 
分 析 可 发 现 所 x) > 0, 且 无 实 很 。 

有 时 初始 近似 值 pe 离 要 求 的 根 太 远 , 使 得 序列 | 疡 | 收敛 到 其 他 根 上 。 当 斜率 广 (po) 很 
小 ,而 且 曲线 y = 九 x) 的 切线 接近 垂直 时 ,通常 会 发 生 这 种 情况 。 例 如 ,如 果 .F(x) = cos(x) 而 
且 求 根 = mw2, 从 pe =3 开 始 , 计 算 显 示 刷 = - 4.01525255, pa = -4.85265757,…, 而 且 # oj 将 
收敛 到 另 一 个 根 - 3r/2=: - 4.71238898。 

设 护 z) 为 正 ,在 无 限 区 间 [ a, m ] 内 单调 递减 , 渣 且 pe > a , 则 序列 jmsj 可 能 发 散 到 + m。 
例如 ,如 果 (xz) = ze 一 ,而 且 pe=2.0, 则 ， 

六 = 4.0，p; = 5.333333333，… ，Pis = 19.723549434，… 
而 且 #ps4} 缓 则 发 散 到 + m (如 图 2.15(a) 所 示 )。 这 个 特殊 的 函数 还 有 另 一 个 令 人 惊讶 的 问题 。 
当 x 变 大 时 , 护 >) 的 值 迅 速 趋 近 于 零 , 例 如 ,PCps) = 0.0000000536, 有 可 能 错误 地 将 ps 作为 
根 。 由 于 这 个 原因 ,需要 设计 程序 2.4 中 的 中 止 评定 条 件 ,其 中 包含 相对 误差 21m， ~- mi/ 
《CIP1+10“)。 当 上 = 1 时 ,相对 误差 是 0.106817, 因 此 允许 误差 $ = 10-* 有 助 于 保证 不 会 产 
生 一 个 错误 的 根 。 




















六 
局 =2 怕 =4 而 6 轴 


图 2.15(a) 求解 Kxz) = 各 “的 牛顿 拉夫 申 兴 代 产生 离散 序列 


另 一 个 现象 是 循环 ( cycling) , 当 序 列 { pij 中 的 项 趋 于 重复 或 基本 重复 时 ,会 发 生 这 种 现 
象 。 例 如 ,如 果 Kx) = zz- 3, 而 且 初始 近似 值 m = 0, 则 序列 为 

六 = -3.000000， Pa = -1.9%61538， mm = -1.147176， mm = -0.006579 

15 = -3.000389， m6 = -1.9%61818， p = -147430， 

这 里 ,我 们 陷入 一 个 循环 中 , 即 当 户 .=mu 时 ,有 上 霸 = 0,1,…( 如 图 2.15(b) 所 示 )。 但 如 果 
初始 值 pm 足够 台 近 根 P ~ 1.671699881, 则 序列 | Pi 收敛。 如 果 po = 2, 则 序列 收敛 为 :P = 
1.72727272, Pa = 1.67369173 ,Pa = 1.671702570 和 p。 = 1.671699881 。 

当 1&8(z)1>1 在 一 个 包含 根 p 的 区 间 内 时 ,有 可 能 发 生 离 散 振 蓝 。 例 如 , 设 Kx) = atan(z)， 
则 牛 力 拉 夫 申 选 代 函数 是 g(x*) = x - (1+ 刀 Jarctan(s) 和 &f(x*) = -2xarctan(z)。 如 果 初 始 值 
po=1.45, 则 :; 
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图 2.15(b) 求解 通 数 fx) = 2 - * - 3 的 牛顿 拉夫 申 送 代 产 生 一 循环 片 列 
Pi = 一 1.550263297,P, = 1.845931751,p: = -2.889109054 
依 此 类 推 (如 图 2.15(e) 所 示 )。 如 果 初 始 值 足够 通 近 根 p = 0, 则 可 得 到 一 个 收敛 序列 。 如 果 
po=0.5, 则 : 
局 = - 0.079559511,p, = 0.000335302, p, = 0.000000000 








图 2.15(e) 求解 函数 /xz) = arotan(x) 的 牛顿 拉夫 申 达 代 产生 一 离散 振荡 序列 


上 述 情况 表明 ,必须 按照 真实 情况 说 明 结果 ;有 时 序列 不 会 收敛 ,因为 并 不 可 能 在 w 次 先 
代 后 总 能 找到 结果 。 当 求 根 算法 没有 找到 根 时 需要 发 出 警告 。 如 果 能 借助 于 其 他 与 问题 相关 
的 信息 , 则 找到 错误 根 的 可 能 性 会 减少 。 有 时 .FAx ) 的 根 只 在 一 个 明确 的 区 疝 内 有 意义 。 如 果 
可 以 了 解 函数 的 行为 或 一 个 "精确 "的 图 形 , 则 可 以 更 加 容易 地 选择 mn。 


2.4.5 割 线 法 


在 牛顿 拉夫 申 算法 中 每 个 选 代 需 要 计算 两 个 函数 , 疱 m-,) 和 六 (mm )。 以 前 计算 基本 函 
数 的 导数 非常 费 功夫 ,但 在 现代 计算 机 代数 软件 包 的 帮助 下 ,这 已 不 成 问题 。 还 有 许多 函数 具 
有 非 基本 项 (累积 , 求 和 等 ) ,因此 需要 一 种 方法 , 它 与 牛顿 法 的 收敛 速度 一 样 快 ,而 且 只 计算 
妃 <) ,不 计算 普 (z)。 割 线 法 每 步 只 计算 一 次 A(z) ,而 且 在 单 根 上 的 收敛 阶 尺 --1.618033989。 
割 线 法 与 牛顿 法 差不多 一 样 快 ,牛顿 法 的 收敛 阶 为 2。 

市 线 法 包含 的 公式 与 坛 值 法 的 公式 一 样 ,只 是 在 关于 如 何 定义 每 个 后 续 项 的 多 辑 判定 上 
不 一 样 。 需 要 两 个 靠近 点 (P,0) 的 初始 点 (po, /po)) 和 (Pi , 疱 p)), 如 图 2.16 所 示 。 将 疡 定 
义 为 经 过 两 个 初始 点 的 直线 与 * 轴 交 点 的 横 维 标 , 则 图 2.16 显示 出 ; 岂 比 po 或 更 接近 po。 

与 Ps ,Pi 和 pe 相关 的 表示 余 率 的 方程 如 下 ; 
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LeD) -Ka 和 94 人 
一 Po 刀 z 一 忆 
式 (25) 中 的 mm 值 分 别 是 经 过 两 个 初始 点 的 割 线 的 斜率 和 经 过 (Pi ,7(pi)) 与 (pz,0) 的 直线 的 


斜率 。 设 式 (25) 中 两 式 的 右边 相等 ,并 求解 pn = &(P,pPo) ,可 得 : 











(人 
ah 


图 2.16 ”利用 制 线 法 时 杞 的 几何 结构 
_ _，_ 瑟 Pi)PL 一 po) ( 
户 =E(Ppo)=P 一 巨 PFC 26) 
根据 两 点 迭代 公式 可 得 到 一 般 项 为 : 
Ps = 人 (1)= 正 -全 全 (27) 
例 2.16( 单 根 上 的 制 线 法 ) 从 pe= -2.6 和 P= -2.4 开 始 , 利 用 割 线 法 求 多 项 式 函 数 FPCx) 
= 和 -3z+2 的 根 了 = -2。 
在 此 例 中 , 选 代 公式 (27) 是 ; 


《下 -3pe+2)( 有 一 相 

+1 二 Pt) 《28) 
六 sc1=E(Py 天 -一 严 奋 -一 330 

可 进一步 化 简 为 : 

Phpt-i+pipi -2 Co9) 


Pi = E(Peypt-i)= 产 +PDT+T3 


选 代 序列 如 表 2.7 所 示 。 
表 2.7 在 单 根 上 割 线 法 的 收 剑 性 





1 

















下 下 正 +1 一 孜 五 = 呈 防 1 两 IT 本 
0 -2.600000000 0.200000000 0.600000000 10.914152831 
上 一 2.400000000 0.293401015 0.400000000 0.469497765 
2 一 2,.106598985 0.083957573 0.106598985 0.847290012 
3 一 2.022641412 0.021130314 0.022641412 0.693608922 
和 一 2.001511098 0.001488561 人 0.001511098 D.825841116 
5 一 2.000022537 0.000022515 0.000022537 0.727100987 
6 一 2.000000022 0.000000022 0.000000022 

了 二 2.000000000， 0.000000000 0.000000000 四 





审 线 法 和 牛 屯 法 之 间 有 一 定 的 关系 。 对 于 多 项 式 函 数 /xz) ,如 果 用 Pi = g(ps,pe-i) 代 
于 r, 则 市 线 法 的 两 点 公式 mr-, 可 归纳 为 咎 顿 法 的 一 点 公式 mt = &(Pt)。 事 实 上 ,如 果 在 式 
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(29) 中 











Pi-: 蔡 代 产 , 则 式 (29) 的 右边 与 例 2.14 中 式 (22) 的 右边 一 致 


有 关 割 线 法 收敛 速度 的 证 明 可 参见 更 详尽 的 数值 积分 教程 。 误 差 项 满足 关系 式 ， 


ls | (PP) 06I8 
1 瓦 s 1B1 0 (30) 





这 里 收 伍 阶 尺 = (1+V5)/2>:1.618 ,而 且 式 (30) 中 的 关系 式 只 在 单 根 情况 下 正确 。 
为 了 检验 上 述 关 系 式 , 使 用 例 2.16 和 特定 值 : 





1p - ps1 = 0.000022537 
1Pp - pf 名 = 0.001511098!58 = 0.000027296 


和 ; 

4= PC(-2)727( -2)1048 = (2/3)068 = 0.778351205 
结合 这 些 值 ,显然 : 

1P ~ 玫 1 =0.000022537=:0.000021246 = 41P- Ps 
2.4.6 加 速 收敛 


当 呈 是 一 个 W 阶 根 时 ,需要 更 好 的 求 根 技术 以 获得 比 线性 收敛 更 快 的 速度 。 最 终结 果 显 
示 , 通 过 对 和 牛顿 法 进行 改进 ,可 使 其 在 重 根 情况 下 的 收敛 阶 为 2。 
定理 2.7{ 牛 顿 拉夫 申 选 代 的 加 速 收 艇 ) 设 牛顿 拉夫 申 算法 产生 的 序列 线性 收敛 到 M 阶 根 x 
=P, 其 中 扩 > 1。 则 牛顿 拉夫 申 选 代 公式 ; 














ap ) 


疡 PC (31》 


将 产生 一 收敛 序列 {pej 和 二 次 收敛 到 Po 


例 2.17 (二 重 根 情况 下 的 加 速 收 敏 ) ”从 pe = 1.2 开始 ,使 用 加 如 牛 顿 拉夫 申 选 代 求 别 数 
(Cs) = 好 -3x+2 的 二 重 根 记 = lo 


由 于 末 =2, 加 速 公式 (31) 变 成 ; 


PE) 相 -+3pti 一 4 
= 一 2 阁 = 一 站 -二 
六 pr 3pt-1 -3 


这 样 可 得 到 表 2.8 中 的 值 。 


表 2.8 二 重 根 情况 下 的 加 速 收效 


























天 疾 局 下 操 =P 一 正 各 浊 
0 1.200000000 一 0.193939394 一 0.200000000 0.151515150 
1 1.006060606 一 0.006054519 一 0.006060606 0.165718578 
2 1.000006087 一 0.000006087 一 0.000006087 
3 1.000000000 0.000000000 0.000000000 
表 2.9 对 各 种 求 根 方法 的 收敛 速度 进行 了 比较 ,其 中 各 个 方法 的 常量 4 是 不 一 样 的 。 
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表 2.9 收敛 囊 度 的 比较 














方法 特殊 情况 连续 误差 的 关系 
二 分 法 及 sw 去 1! 
二 分 法 王 :1 1 
割 线 法 重 根 瑟 。1 一 4 下 1 
牛顿 拉夫 申 法 重 根 到 :1 一 4 五 
制 线 法 单 根 避 1m4T 政 5 
牛顿 拉夫 申 法 单 根 可 六 | 品 于 
加 连 牛顿 拉夫 申 法 重 根 机 1 玫 4 相公 








程序 2.5( 牛顿 拉夫 申 迁 代 ) 使 用 初始 近似 值 m ,利用 选 代 式 =，- 站 2 


pe 
5= 1,2,…… 计 算 逊 数 ALx) =0 的 根 的 近似 值 








function [poverr,kyy] = newton(t,af,p0,deltayepsilonmaxl) 


多 Input -~- 上 is the object function input as a string'f” 

上 - df is the derivative cf f input as a string "df 

多 - B0 is the initial approximation ro a zero of 

四 - delta is the tolerance for p0 

% - epsilon is the tolerance for the function values y 
锡 一 IaX1L ie the maxirur Tumber ofE teratyors 

和 CutPut ~ PO is the Newton - Rabhson approximat:on to the zetro 
多 - err is the error estimate for P0 

多 - K is the nunioer of iterations 

多 - 了 ie the furction value f(PO) 





for x = 1:max1 

P1= B0 - fevalkf,p0)/Eeval(df,P0); 

err= abs(pl- P0); 

relerr =2* err/(absf(pl)+ deltaji 

PO =Pi13; 

y= feval(f,p0) 

if (err< Gelta)l(relerr< delta)|(abs(y) < epsilon),break,end 
ene 





程序 2.6( 剂 线 法 ) ”使 用 初始 近似 值 p 和 pm, 利用 选 代 式 py = 户 - 


全 果 人 = 1,2,… ,计算 函数 /xz) = 0 的 根 的 近似 值 





function [pl,err,k,y] = secant(f,p0,pL,deltaepsilon,maxl》 


有 Input -下 Ss the object function input as astxing' ft 

8 - BO and pl are the initial approximations to a zero 
名 - aelta is the tolerance for pl 

台 - epsilon is the olerance for the function valuesY 
匀 - max]1 is the maximum numnber of iterations 


&% Output - P1 is the secant method approximaticn to the zero 
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多 - err isg the erz<or estimate for P1 
多 - k is the nunmber of iterations 
多 -~ Y is the function value f(p1) 


for k = 1:max1 
P2 = pl - feval(f,pl)x (pl- p0)/(feval(f,p1)- fevalff,p0)); 
err = abs(p2 -pl) 
relerr=2* err(abs(P2) + delta); 
BO = pl 
Bl =p2; 
Y= feval(f,P1L); 
if(err<dqelta)1(relerr< deltajl(abs(y) < epsi-on) ,break,ena 
era 


2.4.7 牛顿 拉夫 申 法 和 割 线 法 的 练习 


对 于 某 些 需 要 计算 的 问题 ,可 借助 于 计算 器 或 计算 机 。 
1. 设 Fz) -oz+2 
(a) 求 出 牛顿 拉夫 申 公 式 六 = &(P-，)。 
(b) 从 mm = -1.5 开 始 , 求 ,ps 和 疡 。 
2. 设 几 xz)= 妇 -xz-3 
《Ca) 求 出 牛顿 拉夫 申 公式 详 = g(P 
(b) 从 pe=1.6 开 始 , 求 mm ,ps 和 疡 。 
《e) 从 po =0.0 开 始 , 求 ppPa,ps 和 六。 从 这 个 序列 可 推测 出 什么 ? 
3 设 疙 xz)=(xz-2) 
(a) 求 出 牛顿 拉夫 申 公 式 疡 = g(pe)。 
{(b) 从 me=2.1 开 始 , 求 ,pPa,ps 和 Pas 
《ce) 序列 是 二 次 收 倒 还 是 线性 收敛 ? 
4. 设 六 xz)= 妇 -3x-2 
《a) 求 出 牛顿 拉夫 申 公式 m = g(pe)。 
(人 b) 从 me =2.1 开 始 , 求 书 ,pz ,ps 和 ps。 
(ec) 序列 是 二 次 收敛 还 是 线性 收 伍 ? 
5， 设 郴 数 As) = cos(z) 
(a) 求 出 牛顿 拉夫 申 公式 庆 = EC(p_)。 
《b) 为 了 求 根 户 = 3x/2, 是 否 可 采用 pe =3? 为 什么 ? 
(e) 为 了 求 根 p = 3r/2, 是 否 可 采用 po = 5? 为 什么 ? 
6， 设 画 数 所 x) = arctan(x)》 
(a) 求 出 牛顿 拉夫 申 公式 m = &(pe_)。 
(b) 如 果 Po = 1.0, 则 求 P ,Pa,ps 和 疡 。lim。，。 ms 是 什么 ? 
《e) 如 果 pe = 2.0, 则 求 ,PP,P 和 Pa。lim。。 庆 是 什么 ? 
7.， 设 函数 Fx) = xe 
(a) 求 出 牛顿 拉夫 申 公 式 m = g(Pr_)。 
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《b) 如 果 pe=0.2, 则 求 挛 ,mps 和 Ps lim ms 是 什么 ? 

(ce) 如 果 me =20, 则 求 pm ,PP 和 户 。lim < 六 是 什么 ? 

《qd)《e) 中 的 F(ps) 的 值 是 多 少 ? 

在 练习 8 到 练习 10 中 ,利用 割 线 法 和 式 (27) 计 算 接 下 来 的 两 个 选 代 mm 和 天。 





8、 设 j = 妈 -2x-1, 初 始 近似 值 pm=2.6, 下 =2.5。 





设 Fo = 巡 -x -3, 初 始 近似 值 pn =1.7,p =1.67。 


- 设 .A = 窜 -x+2, 初 始 近似 值 pg = -1.5,p = -1.52。 
- 立方 根 算法 ( Cube - root algorithm)。 函 数 为 Kxz) = 兴 ~- 4。 假定 4 是 任意 实数 ,推导 
递归 公式 : 
记 = pt4PE ， 下 2 
- 设 Xxz)= 克 -4, 这 里 六 是 正 整 数 


《a) 对 于 不 同 的 W 和 4 ,方程 岂 *) =0 的 实数 解 是 什么 ? 
《b) 推 导 寻 找 4 的 第 N 个 根 的 递归 公式 : 


(YIDP +4APA 
玫 = 


趣 ， 12 


- 如 果 扩 xz) = 空 - 14z+50, 能 否 用 牛顿 拉夫 申 迁 代 求解 驴 xz) = 0? 为 什么 ? 
:如果 扎 *) = 2 ,能 否 用 牛顿 拉夫 申 迁 代 求解 /zx) = 09 为什么? 
. 如 果 .Fsx) = (x-3)2 ,而 且 初 始 值 pe = 4, 能 否 用 牛顿 拉夫 申 欠 代 求解 Kx) = 0? 为 


什么 ? 


. 试 推 导出 (11) 中 序列 的 极限 。 
- 证 明定 理 2.5 的 式 (4) 中 的 序列 {pe| 收 敏 到 p, 使 用 如 下 步 又 。 


(a) 证 明 如 果 疡 是 式 (5) 中 g(x) 的 固定 点 , 则 是/x) 的 零点 。 
(人 b) 如 果 p 是 F( 4) 的 零点 而 且 忆 (p) 关 0, 证 明 gf(p) = 0。 利 用 这 个 结论 和 定理 2.3， 
证 明 式 (4) 中 的 序列 jz 上 政策 到 p。 








:证明 定理 2.6 中 的 式 (23)。 使 用 如 下 步骤 。 根 据 定 理 1.11, 在 * = mu 处 展开 F(x) 得 


到 ， 
9=7pD)+ 记 (pz-P)+ 本 (ez -pa 
由 于 是 /() 的 零点 , 设 “= 可 得 到 ， 
0=ApD+ACpD-p+ 去 P(oD 人 -po 


(a) 假设 对 于 靠近 根 P 的 所 有 zx 有 (xz) 关 0。 利 用 上 述 事实 和 (mr) 关 0 证明， 
Ap) 一 产 (e) ， 
PP+ 产 (JP- 户 ) 
(p) 设 , 广 ( 筷 和 .性 (z) 变 化 的 速度 不 快 ,所 以 可 用 近似 值 产 (m) = 六 (p) 和 (es) ~ 
(pp)。 利 用 (a) 可 得 到 : 





_mvfp 
本 和 及. 
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20. 


2 


22. 


忆 


23 


2.4.8 


. 设 4 为 正 实数 。 


(a) 证 明 4 可 表达 为 4= gx2" ,其 中 14<qg<1, 且 mm 为 整数 。 

(b) 利用 {a) 证 明 平 方 根 是 42 = g2 x2"。 注 :让 =(29+1)13, 其 中 14<9<1, 并 
利用 牛顿 法 的 式 (11)。 经 过 三 个 选 代 , 户 是 g52 的 近似 值 ,精度 为 二 进 制 小 数 点 后 24 
位 。 这 是 计算 机 硬件 计算 平方 根 的 常用 算法 。 

(《a) 证 明 割 线 法 的 式 (27) 在 算术 上 等 价 于 ; 


PIPE PFpel) 
PDFpe 


(《b) 试 解释 为 什么 上 式 中 减法 导致 精度 丧失 ,使 得 此 式 在 数值 计算 上 不 如 式 (27) 。 














. 设 疡 是 函数 的 x) =0 的 根 ,p 的 阶 4 =2。 证 明 加 速 牛顿 拉夫 申 选 代 ; 


四 2 扰 m 
焉 三 下 -1 一 7<p 7 
二 次 收 伍 ( 参 见 练习 题 18)。 
哈雷 法 (Halley "s method) 是 加 速 牛 顿 法 收敛 的 另 一 个 途径 。 哈雷 (Balley ) 迁 代 公式 是 ， 


coD)=z- 儿 (1 -人 学 ) 
括号 中 的 项 是 对 牛顿 拉夫 申 公式 的 改进 。 哈 震 法 在 . 护 x) 的 单 根 情况 下 可 达到 三 次 收 
敏 (R=3)。 
(a) 设 函 数 所 *) = 冯 ~ 4, 试 求 出 哈雷 迭代 公式 g(x) ,以 便 求 解 v4。 用 mm =2 来 近 
似 ( 了 ,并 计算 mn ,pm 和 靖 。 
(b) 设 函 数 所 x) = 吧 -3x +2, 求 哈雷 迭代 公式 g(x)。 利 用 m = -2.4 计 算 pip 和 Po 
用 于 重 根 情 况 的 改进 牛顿 拉夫 申 法 。 如 果 是 好 阶 重 根 , 则 Asx)= (zx-p)*e(z)， 
其 中 9(p) 关 0。 
{a) 证 明 4(xz) = Asx)A7(*) 在 己 处 有 单 根 。 
(DP) 证 明 当 用 牛顿 拉夫 申 法 求 &x) 的 根 时 ,g(z) = z - j(x) 六 5(x) 变 成 : 


(z) = 大 %)7 (2) 
4 CC 和 - 矶 oo 
《@) (b) 中 利用 g(*) 的 迭代 二 次 收敛 到 p ,解释 为 何 发 生 这 种 情况 。 
(d) 0 是 函数 护 x) = sin( 吧 ) 的 三 重 根 。 从 pe = 工 开始 ,利用 改进 牛顿 拉夫 申 法 计算 


pi,pa 和 Pa 














- 设 一 求解 A(x) = 0 的 选 代 方法 产生 如 下 四 个 连续 误差 项 (参见 例 2.11): 本 = 


0.400000, 品 = 0.043797, 避 = 0.000062 和 品 = 0.000000。 人 和 估算 由 选 代 法 生成 的 汤 进 
误差 常数 4 和 序列 的 收敛 阶 尽 。 


算法 和 程序 


- 修改 程序 2.5 和 程序 2.6, 使 得 程序 在 下 列 情况 下 能 够 适当 地 显示 错误 信息 ， 





0) 在 式 (4) 或 式 (27) 中 分 别 发 生 被 零 除 的 情况 。 
(ii) 超过 人 迭代 次 数 maxl。 
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2， 显示 由 式 (4) 和 式 (27) 生 成 的 序列 中 的 项 ,通常 共有 启发 狂 ( 如 表 2.4 中 的 第 二 列 )。 
修改 程序 2.5 和 程序 2.6, 使 其 能 够 分 别 显示 由 式 (4) 和 式 (27) 生 成 的 序列 。 

3 利用 牛顿 平方 根 算法 修改 程序 2.5, 并 用 其 近似 计算 下 列 每 个 平方 根 到 小 数 点 后 10 
位 。 
(a) Ps =3, 求 /8 的 近似 值 。 
(b) mo = 10, 求 V 引 的 近似 值 。 
(ce) pe = -3, 求 -Y8 的 近似 值 。 

4， 用 练习 11 中 的 立方 根 算法 修改 程序 2.5, 并 用 其 近似 计算 下 列 每 个 立方 根 到 小 数 点 
后 10 位 。 
(a) po =2, 求 7 的 近似 值 。 
(b) pe =6, 求 20 的 近似 值 。 
《ce) me = -2, 求 (- 7)22 的 近似 值 。 

5.， 利用 定理 2.7 中 的 加 速 牛顿 拉夫 申 算 法 修改 程序 2.5, 并 用 其 求 下 列 函 数 的 好 阶 根 p 

















的 近似 值 。 
(Ca) Fz) = (z -2)M =5p=2 初始 值 pe = 1。 
(b) FPCx)=sin(z3),M=3,p=0 初始 值 pm = 1。 


人 o) Fixz)=(z-l)inx) ,=2:p=1 初始 值 pe =2。 
6， 利用 练习 22 中 的 哈雷 法 修改 程序 2.5, 并 用 其 求解 函数 F(x) = -3x+ 2 的 单 根 
pe= -2.4。 
7， 设 投射 体 的 运动 方程 为 : 
7= 护 站 =960001-e 生 ) -480: 
xY=rfti)=2400(1-e 和 5) 
{a) 求 当 撞击 地 面 时 经 过 的 时 间 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
(Pb) 求 水 平 飞行 路 程 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
8， (a) 求 最 接近 点 (3,1) 的 挑 物 线 y = 2 上 的 点 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
《b) 求 最 接近 点 (2.1,0.5) 的 曲线 函数 y = sin(x - sin(x)) 上 的 点 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
(e) 求 曲 线 函 数 所 zx) = 空 +2 与 则 线 函 数 g(*) = (>/15) - sin(x) 之 间 的 最 小 垂直 此 
离 处 的 * 值 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
9 一 个 艇 口 盒 由 10 x 16 英寸 的 长 方形 金属 片 构成 。 如 果 要 求 盒子 的 容积 为 100 立方 英 
十 , 则 需要 从 盒子 的 边 角 处 砍 去 多 大 尺寸 的 正方 形 (精确 到 0.000000001 英寸 )。 
10. 巧 链 线 由 悬挂 的 绳索 构成 。 设 最 低 点 为 (0,0), 则 悬 链 线 的 公式 为 y = Ceosk(x/C) -C， 
为 确定 经 过 ( +* ,5) 的 悬 链 线 ,需要 求解 方程 5 = Ceosp(a/C)-C 得 到 C。 
(a) 证 明 经 过 (+ 上 10,6) 的 悬 链 线 上 7 = 9.1889cos5(x/19.1889) -9.1889。 
(b) 求解 经 过 ( + 12,5) 的 悬 链 线 。 











2.5 Aitken 过 程 .Steffensen 法 和 Muller 法 (可 选 ) 





在 2.4 节 中 ,可 看 到 在 重 根 情况 下 ,牛顿 法 收敛 很 慢 , 而 且 欠 代 序列 } mx 是 线性 收 候 。 定 
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理 2.7 显示 了 如 何 加 速 收 敛 , 但 需要 预先 知道 根 的 阶 。 
2.5.1 Aitken 过 程 
一 种 称 为 Aitken's 4? 过 程 的 技术 可 加 速 任 何 线性 收敛 的 序列 。 为 此 ,有 如 下 定义 : 


定义 2.6 设 有 序列 {p,|7-。, 用 如 下 表达 式 定义 前 向 微分 Ap : 
Ap = 本 一 Pr (D 
高 阶 A'p, 可 递归 定义 为 ， 
Ap = AI(Ap。) 2 《2) 
定理 2.8(Aitken 加 速 ) 设 序列 fp, 上 zx.o 线 性 收 伊 到 极限 p, 而 且 对 所 有 mr:>0, 有 p- P 关 0。 
如 果 存 在 实数 4, 且 141< |, 满足: 

















jim 三 Pay 一 下 (3) 
2 
则 定义 为 : 
(ep (可 一 总 
于 一 (4) 
的 序列 g,|7 -收敛 到 P, 且 比 ;pu 上 so 快 ,而 且 : 
lim 了 一 -0 (5) 
ee 








证 明 : 下 面 将 证 明 如 果 得 到 式 (4) ,并 把 对 式 (5) 的 证 明 作 为 练习 。 由 于 式 (3) 中 的 项 是 通 
近 一 个 极限 ,可 写成 : 


























PP 4 和 -Piz 4， 中 中 尾 够 天 (6) 
一 记 站 
则 根据 式 (6) 中 的 关系 式 可 得 到 : 
(PP 一 Ps 一 (P-Posa)(p 一 po) (7) 








当 展 开 起 (7) 的 两 边 并 消除 普 , 可 得 到 : 


+2p, 一 中 
Po 一 2pi+P 


用 式 (8) 来 定义 项 gm 。 可 重新 对 其 变换 得 到 式 (4) ,使 得 用 计算 机 计算 时 可 得 到 更 小 的 误 
差 传播 。 


例 2.18 证 明 例 2.2 中 的 序列 jp 是 线性 收 化。 同时 证 明 由 Aitken'"s A 过 程 得 到 的 序列 
1@,; 收 全 得 更 快 。 


使 用 函数 g(x) =e ,从 po=0.5 开 始 ,通过 固定 点 选 代 可 得 到 序列 jp。}。 收 化 后 的 报 限 
为 p 和 qu 的 值 如 表 2.10 和 表 2.11 所 示 。 例 如 ,qi 的 值 的 计算 过 程 如 下 ; 

(Ca 一 

一 2pz+Pi 


= 0660 《二 0.061291448)” 
一 0.606530660 -0 05575533 


= 和 ，Pm=0:1,… (8) 


9 三 玉 一 


=0.567298989 
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表 2.10 线性 收敛 序列 jpo} 

















n 记 咏 =mm 4 = 

] 0.606530660 人 10.039387369 一 0.586616609 
2 10.545239212 一 0.021904079 一 0.556119357 
] 0.579703095 站 .012559805 一 10.573400269 
于 0.560064628 一 人 .007078663 -0.563596551 
5 0.571172149 0.004028859 一 0.569155345 
白 0.564362947 一 四 .002280343 一 0.566002341 





表 2.10 用 Aitken 过 程 得 到 的 序列 19. 











玫 ou gm 一 

1 0.567298989 0.000155699 
2 0.567193142 0.000049852 
3 0.567159364 0.000016074 
4 0.567148453 0.000005163 
5 0.567144952 0.000001662 
6 0.567143825 0.000000534 








尽管 表 2.11 中 的 序列 | q, ;为 线性 收敛 ,根据 定理 2.8, 它 比 ; pi 收敛 得 快 。 而 通常 Aitken 
方法 改进 后 收敛 速度 更 快 。 把 固定 点 迁 代 和 Aitken 过 程 结合 起 来 的 方法 称 为 Steffensen 加 速 ， 
这 在 程序 2.7 和 练习 中 有 更 详细 的 描述 。 


JAD 






















AD 


SS 








图 2.17 采用 Muller 法 的 初始 近似 值 m,P 和 户 ,以 及 差分 癌 和 和 


2.5.2 Muller 法 


由 于 Muller 法 不 需要 计算 函数 的 导数 ,可 把 Muller 法 看 成 审 线 法 的 广义 形式 。Muller 法 是 
一 种 迭代 方法 ,需要 三 个 初始 点 (Po, 太 po)),(Pl,Kp)) 和 (ps,A(pa))。 构 造 一 条 挑 物 线 经 过 
这 三 点 ,然后 利用 二 次 函数 求 下 一 个 近似 值 的 二 次 根 。 可 以 证 明 当 接近 一 个 单 很 时 , Muller 法 
比 割 线 法 收敛 得 快 ,而 且 基 本 上 与 牛顿 法 一 样 快 。 此 方法 可 用 来 求 函 数 的 实数 零点 和 复数 零 
点 ,而 且 可 用 于 为 复杂 的 算式 编制 程序 。 

不 失 一 般 性 , 设 P 是 根 的 最 佳 近似 值 , 并 设 一 个 殷 物 线 经 过 3 个 初始 点 ,如 图 2.17 所 示 。 
改变 变量 
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4 
使 用 差分 为 ; 
ji =po-pa 和 太 = 记 一 杨 
设 包 含 变量 上 的 二 次 多 项 式 为 : 
7= ap2+ 吕 +e 


根据 每 一 点 可 得 到 一 个 包含 =.2 和 e 的 方程 : 


当 上 = jl: ai + 瑟 o+c= 态 
当 上 = 珊 : api + 动 | +e= 万 
当 上 =0: aoz+80+c= 户 


从 式 (12) 中 的 第 三 个 方程 ,可 看 到 ， 





<= 太 
将 式 (13) 代 人 式 (12) 中 的 前 两 个 方程 ,并 利用 定义 eo = 万 -e 
al+ = 户 -c=e. 
al + 8 = 有 帮 -e=ei， 











(9) 
(10) 


(1D) 


(12) 


(13) 


和 e = 万 -“ ,可 得 到 线性 方程 组 : 


(14) 


(15) 


《16) 


求解 线性 方程 组 可 得 ; 
_ ep 一 ea 
“= 有 和 轴 居 
冯 下 一 eo 导 
玉民 二 加 导 
下 列 二 次 式 用 来 求解 式 (11) 的 根 = 2 ,2 
Z-_ -2c 
+V 刀 一 4ac 
式 (16) 等 价 于 求 二 次 根 的 标准 公式 ,而 且 由 于 c = 卢 , 所 以 它 的 情况 更 好 。 


为 了 确保 方法 的 稳定 性 ,需要 选择 式 (16) 中 绝对 值 最 小 
根 ;如 果 5 <0, 使 用 带 负 号 的 根 。 则 p; 如 图 2.17 所 示 ,表示 


Pa 一 Pa 二 了 

















的 根 。 如 果 二 > 0, 使 用 带 正 号 的 
为 ; 





(17) 


为 了 更 新 迭代 ,需要 从 jpo,pi ,pz| 中 选择 最 靠近 户 的 两 点 为 新 的 pe 和 局 ( 即 放弃 离 m 


最 远 的 一 点 )。 然 后 使 用 新 的 mm 圭 代 严 。 尽 管 在 Muller 法 
只 需要 计算 一 个 函数 。 





有 许多 辅助 计算 ,但 它 每 个 迭代 





如 果 利用 Muller 法 求 方程 /xz) =0 的 实数 根 ,可 能 会 碰 到 复数 近似 值 ,因为 式 (16) 中 的 平 
方 根 可 能 是 复数 ( 虚 部 不 为 零 )。 在 这 些 人 情况 下 ,上 炭 部 很 小 ,可 设 为 零 ,以 便 只 需 对 实数 进行 计 





算 。 
2.5.3 方法 之 间 的 比较 














Steffensen 法 可 与 牛顿 拉夫 申 固定 点 函数 g(x) = x - .F(x)/F (xz) 一 起 使 用 。 在 下 面 的 两 
个 例子 中 ,对 多 项 式 Kx) = 富 - 3x +2 求 根 。 和 牛顿 拉夫 申 冰 数 是 g(z) = (2x3 -2)/(32 -3)。 
当 在 程序 2.7 中 使 用 这 个 函数 ,可 得 到 在 表 2.12 和 表 2.13 中 "结合 牛顿 法 的 Sieffensen 法 " 标 














题 下 的 计算 结果 。 例 如 ,从 mm = -2.4 开始, 通过 计算 可 得 : 
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表 2.12 比较 驼 近 单 根 处 不 同方 法 的 收效 性 
] 结 台 牛顿 法 的 
天 割 线 法 Maler 法 牛顿 法 St 法 
0 一 2,600000000 一 2.600000000 -2.400000000 一 2.400000000 
1 一 2.400000000 一 2.500000000 一 2.076190476 一 2.076190476 
2 一 2.106598985 一 2.400000000 一 2.003596011 一 2.003596011 
3 一 2.022641412 一 1.985275287 2.000008589 一 4.982618143 
了 一 2.001511098 一 2.000334062 一 2.000000000 一 2.000204982 
5 一 2.000022537 一 2.000000218 一 2.000000028 
6 一 2.000000022 一 2.000000000 一 2.000002389 
了 一 2.000000000 一 2.000000000， 
Di =g(po)= -2.076190476 《18) 


例 2.19( 靠 近 单 根 处 的 收敛 性 ) 


进行 比较 。 
求 此 函数 根 的 牛顿 法 和 基线 法 ,分 别 如 例 2.14 和 例 2.16 所 示 。 表 2.12 对 不 同方 法 的 计 
算 结果 进 行 了 总 丫 。 


例 2.20( 售 近 二 得 根 处 的 收 倒 性 ) 


Pa=&(p) = -2.003596011 
则 通过 Aitken 法 可 得 p; = - 1.982618143。 


法 进行 比较 。 胡 2.13 给 出 来 各 种 计算 结果 的 汇总 。 


牛顿 法 是 求解 单 根 的 最 好 选择 (如 表 2.12 所 示 )。 对 于 二 重 根 情 况 , Muller 法 或 结合 牛顿 
拉夫 申 公式 的 Stefkensen 法 是 好 的 选择 (如 表 2.13 所 示 )。 需 要 注意 当 序列 |m! 收 敛 时 ,在 Ai 





《19) 


当 函 数 所 xz) = 知 -3z+2 靠 近 单 根 P= -2 处 ,对 各 种 方法 


当 函 教 Kxz)= 妇 -3x+2 靠 近 二 重 根 庆 = 工 处 ,对 各 种 方 























ken 加 速 式 (4) 中 可 能 发 生 被 零 除 的 情况 。 在 这 种 情况 下 ,最 后 计算 出 的 近似 值 可 作为 函数 零 
点 的 近似 值 。 
表 2.13 比较 靠近 二 重 根 处 不 同方 法 的 收效 性 
结合 牛 示 法 的 
在 割 线 法 Mule 靶 牛顿 法 Sietensen 法 
0 1.400000000 1.400000000 200000000 1.200000000 
1 1.200000000 1.300000000 1.103030303 1.103030303 
2 1.138461538 1.200000000 1.052356417 1.052356417 
3 1.083873738 1.003076923 1.026400814 0.996890433 
4 1.053093854 上 003838922 1.013257734 0.998446023 
5 1.032853156 1.000027140 1.006643418 0.999223213 
6 1.020429426 0.999997914 1.003325375 0.999999193 
7 1.012648627 0.999999747 1.001663607 0.999999597 
8 1.007832124 1.000000000 1.000832034 0.999999798 
9 1.004844757 1.000416075 0.999999999 
| : : 
在 下 面 的 程序 中 ,由 结合 牛顿 拉夫 申 公 式 的 Sieffensen 法 生成 的 序列 } pi 存储 在 矩阵 @ 


中 ,矩阵 @ 有 max 行 和 3 列 。@ 的 针 





一 列 包含 根 的 初始 近似 值 m 它 由 Aitken 加 速 法 (公式 


《4)) 生 成 的 项 Pa,pe, Pa，…。 多 的 第 二 列 和 第 三 列 包含 由 生 顿 法 生成 的 项 。 程 序 的 停止 
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判别 条 件 是 基于 丝 的 第 一 列 中 的 连续 项 的 差 值 。 





程序 2.7(Steffensen 加 速 法 ) ”给 定 初始 近似 值 po ,快速 寻找 团 定 点 方程 * = g(x) 的 
解 ,假设 g(*) 和 gf(x) 是 连续 的 ,而 且 1g'(s]1 < 1 通常 的 固定 点 迭代 缓慢 (线性 ) 收 敛 到 p 





function [P,Q] = steff(f,af,p0,deltavepsilonmaxl) 

8 Input -is the object function input as Ba String'? 

上 -dt is the derivative of f input as astring "af” 

多 -BO is che initial approximation to a zero of 工 

多 - aelta is the tolerance for p0 

多 - epsilon is the tolerance for che function valuesy 
多 一 maxl is the maxinmum number af iterations 

8Output -PP is the Steffensen approximaticn to the zero 

向 -Qis the matrix containing the Steffensen sequence 


& Initialize the matrjX 有 
只 = zeros(max1,3)1 
R(1,1) = By 
for = 1:maxl 
for j= 2:3 
& Denominator in Mewton ~- Raphson method is calculated 
mrodenom = feval(df,R(k,j-1)); 








名 Calculate Newtcn - Raphson approx:matiocns 


if nrdencm = = 
”division by zero in Newton - Raphson method 
break 
else 
R(k,j) = R(k,j- 1) - feval(f,R(k,j-1))/nrdenomy 
end 


多 Denomjinator in Aitken"s Rcceleration process calculated 
aadqdenom= R(k:3)》 -2#R(k,2) + R(CK ,IT); 


多 Calculate Aitken'"s Acceleration approximations 





iaadgenom= =0 
"division py zero in Aitken'"s Acceleration 
break 
else 
RGK+1,1)= R(k,1) - (R(k,2)- R(k,1))r2/aadenomi 
end 


end 


% End program if aivislion by zero occurred 
if (nrdenom= =0)1(aadenom= =0) 

Dreax 
end 


多 Stopping criteria are evaluated 

err=abs(R(k,1)-ROk+1,1)3 

relerr = errA(abs(R(K+I,1)) + delta)3 

Y= feval(f,R(k+1,1)) 

if (err< delta)i(reierr< aeltal1(y< epsilon) 
 P and the matrix Q are determineq 
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P=RCK+1,1)5 
Q=RGLI:K+1，3); 
Dreak 
end 
eng 
enq 











程序 2.8(Muler 法 ) 给 定 兰 个 初始 近似 值 m,P, 和 户 , 求 方程 马 *) = 0 的 根 





function [p,yverr] = muller(f,P0,pl,p2,Gelta epsilonymax1) 


和 Input -上 is the cbject function input as a stzring "下 
- p0,pl,and p2 are the initial approximations 
多 - aelta is the tolerance for p0,pl,and p2 
多 - epsilon the the tolerance for the function values y 
多 ~ maxl is tke maxirmm number of iterations 
%0utput -Pis the Miller approximation to the zero of 上 
多 -Y is the function valuey= f(p) 
- err is the error in the appoximation of p， 
g% Initialize the matrices P andG 立 

[Po pL p2j; 

feval(E,P); 





#Calculate a ang b in formula (15》 
for k= 1:maxl 
ho= P(1) -~ P(3);hlL= P(2)- P(3)ieo=Y(1)-Y3):el= Y2)-Y3)5c=Y3) 
denom= hl xy hor2 - hs hi"23 
a=(e0* hl - el# h0j/denom 
D= (exhg2 -e0xhl2)/denony 
gs Suppress any Complex root8 
ifb2-4w*axc > 0 
disc= sqrb(b2 -4xaxc)i 


else 
disc= 0 

endq 

& Find the smallest root of(17) 

ifb < 0 
disc= -disc 

end 

z= -2xc/(b+disc); 

惠 = P(3)+ 2z3 


委 Sort the entries of P to find the two closest to 了 
if abs(p-P(2))<abs(p-P(1)) 

Q=IP(2) P(I) P(3)] 

P=Q 
feval(f,P); 





end 
if abs(Pp- P(3)) <abs(b- P(2)) 
R=[P(1) P(3) P(2)]; 
P=R; 
Y= feval(f,P) 
end 
8 Replace the entry of P that was farthest from P with 
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B(3) = Di 
Y(3) = feval(ft,p(3))5 
YE3) 
$ Determine Stopping criceria 
err = abs(z); 
relerr= err/(abs(p) + delta); 
if (err< delta)1x relerr< deltal(abs(y)< epsilon) 
break 
end 
end 
2.5.4 Aitken 法 、Stefiensen 法 和 Muller 法 的 练习 
1， 求 Ap ,其 中 : 
(a) Ps =5 《bj)p。= 67+2 (ec)pm = nn+l) 
2， 设 m =2m2+1, 求 Atp,, 其 中 ， 
《a) 天 =2 (b) 站 =3 (ce)] 天 = 和 4 


3， 设 m = 12" ,证 明 对 所 有 ” 有 @ =0, 其 中 4 由 式 (4) 给 出 。 
4， 设 m = lm, 证 明 对 所 有 有 4。 = 1/(2n +2) ,而 且 收 敛 性 基本 没有 加 速 。 是 否 |p,j 线 


人 性 收敛 到 07 为 什么 ? 
设 mm =1(2" -1), 证 明 对 所 有 ma ,有 @ = 1(41 -1)。 
序列 术 = 1(4 +4“)》 线性 收 倒 到 0。 利 用 Aitken 公式 (4) 求 9 ,9 和 全, 从 而 加 速 收 伍 。 





Po 加 

0.5 一 0.26437542 
0.23529412 
0D.06225681 
0.03562119 
0.00390619 
0.00097656 











whwnb-=|> 














从 pm =2.5 开 始 ,使 用 函数 g(x) = (6+ *)2 ,由 固定 点 迁 代 生成 的 序列 fp 1 线性 收敛 
到 p= 3。 利 用 Aitken 公式 (4) 求 解 0 ,9 和 9 ,从 而 加 速 收 伍 。 














， 从 pe=3. 玛 开始 ,使 用 函数 g(x) =n(x) +2, 由 轩 定 点 和 迭代 生成 的 序列 |p,j 线 性 收 








伍 到 P=3.1419322。 利 用 Aitken 公式 (4) 求 解 @ ,9 和 9 ,从 而 加 速 收 伍 。 

对 于 方程 ce(x) - 1 = 0, 牛 顿 拉 夫 申 函数 是 g(z)=x- (1-eos(z))/sin(r)=x- 
tan(xz/2)。 从 po =0.5 开始 ,利用 结合 g(x) 的 Steffensen 法 ,求解 mn ,p 和 六, 再 求解 
Pi,ps 和 pa。 


:Aitken 法 可 用 来 加 速 序列 的 收敛 性 。 如 果 序 列 的 第 ”个 部 分 和 是 : 


3 = 24 
证 明 利用 Aiteen 法 导出 的 序列 为 ; 
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在 练习 11 到 练习 14 中 ,利用 Aitken 法 和 练习 10 的 结果 加 速 序列 的 收敛 。 


1 


12 


2.5.5 


1. 


2 


疏 


.3 = 官 (0.99) 


间 1 
3 = 


加 本 
.3 = 3 

， 1 
3 = 过 


. 利用 Muller 法 求 方程 Xixz) = 和 吧 -x -2 的 根 。 从 m=1.0,p=1.2 和 六 =1.4 开 始 ， 

求 户 ,ps 和 P。 

. 利用 Muler 法 求 方程 Kx) =4z - e- 的 根 。 从 pm = 4.0,pi =4.1 和 ps =4.2 开 始 , 求 

Payp4 和 ps。 

. 设 |p.| 和 { 9 是 任意 两 个 实数 序列 。 证 明 ， 

(a) ACps + gr) = Ap + Ag 

(b) A(Png) = paytAg。 + gwApn 
: 对 式 (8) 右 边 增加 项 Ps 和 - Ps: 证 明 下 列 公式 与 其 等 价 。 

(Pa 一 Pt 
Pt 2pnti 二 PP 
: 设 迭 代 过 程 中 的 误差 满足 关系 式 到 = JE, ,其 中 天 是 某 个 常量 ,而 且 1&I< 1。 

(a) 求 马 的 表达 式 ,其 中 包含 西 , 六 和 nm。 

(b) 求 最 小 整数 m 的 表达 式 ,满足 1 Buv 1<10。 


算法 和 程序 


利用 Steffensen 法 ,初始 近似 值 pe = 0.5, 求 解 Kxz) = * - sin(x) 的 零点 近似 值 ,精确 到 
小 数 点 后 10 位。 





五 衬 Pt 一 = 





. 利用 Steffensen 法 ,初始 近似 值 pe =0.5, 求 解 /zx) = sin( 喧 ) 的 最 接近 0.5 的 零点 近似 


值 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 





. 利用 Muller 法 ,初始 近似 值 n = 1.5,p = 1.4,pa = 1.3, 求 解 Kx) =1+2x -tan(x) 的 零 


点 ,精确 到 小 数 点 后 12 位 。 


: 在 程序 2.8(Muller 法 ) 中 ,用 Po,pPk 和 户 初始 化 一 个 1x3 和 矩阵 P。 在 种 环 结尾 处 ,po， 


忆 或 Pa 中 的 一 个 由 新 的 等 点 近似 值 蔡 换 。 这 个 过 程 一 直 持续 到 终止 评定 条 件 丰 = 天 
满足 为 止 。 修 改 程序 2.8, 使 得 除了 p 和 er 外 ,还 将 产生 一 个 (KK+ 1) x3 抵 阵 @,C@ 的 
第 一 行 包含 1x3 系 阵 P,P 的 初始 值 为 零点 的 近似 值 。@ 的 第 开行 包含 由 三 个 零点 
近似 值 构 成 的 第 天 个 集合 。 

使 用 修改 过 的 程序 2.8 和 初始 近似 值 p = 2.4,pt = 2.3,Pa = 2.2, 求 解 Kx) = 3cos(x) 
+ ?2sin(x) 的 零点 ,精确 到 小 数 点 后 8 位。 
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在 第 一 象限 (ctao0) 内 有 阴影 表示 的 三 个 平面 (plane), 如 图 3.1 所 示 。 设 三 个 平面 的 方程 
为: 
十 4Y + 5 
x+y+3z=3 


0.0 





一 | 
05 < 


图 3.1 三 个 平面 的 交点 


三 个 平面 的 交点 坐标 是 什么 ?可 以 用 高 斯 消去 法 , 求 出 上 述 线性 方程 组 的 解 : 
x=0.76，y=0.66 和 z=0.52 
在 这 一 章 中 ,将 主要 研究 求解 线性 方程 组 的 数值 解法 。 


3.1 向 量 和 和 矩阵 介绍 





一 个 w 维 实数 向 量 大 是 六 个 实数 的 有 序 集合 ,通常 写成 坐标 形式 : 
束 = (2 yxaz ay) (GD) 
这 里 数 xi , ，…, 和 xu 称 为 下 的 坐标 或 分 量 。 包 含 所 有 W 维 向 量 的 集合 , 称 为 维 空间 。 
当 一 个 向 量 用 来 表示 空间 中 的 一 点 或 位 置 时 , 称 之 为 位 置 向 量 (Posiion rector); 当 用 它 来 表示 
空间 两 点 的 移动 时 , 则 称 之 为 偏 移 向 量 ( displacement yecror)。 
设 另 一 个 向 量 为 了 = (,7，…，,yw)。 当 且 仅 当 它们 对 应 的 分 量 相等 时 两 个 向 量 下 和 了 
相等 ,表示 为 : 
下 = 了 当 且 仅 当 矶 = 少林 =12 (2) 
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向 量 到 与 了 的 和 是 它们 的 对 应 分 量 分 别 相 加 得 到 的 向 量 , 表 示 为 : 


下 + 于 = (2 二 办 Mn dwr) (3) 
可 通过 将 它 的 所 有 分 量 取 负 对 向 量 不 取 负 ,表示 为 ， 
一 于 = 一 2 (4) 
可 通过 将 它们 的 对 应 分 量 相 减 得 到 了 与 无 的 差 ,表示 为 
了 了 一下 = (和 一 2 和 一 wx) (5) 
必 维 空间 服从 代数 性 质 : 
了 -下 = 了 +(-) 《6) 
如 果 “是 实数 (标量 ), 则 定义 标量 乘积 of 为 : 
人 《cy cx ex ) (7) 
如 果 。 和 d 是 标量 , 则 加 权 和 ce 民 + d7 称 为 互 和 了 的 线性 组 合 ,表示 为 ; 
+ =(er + 二 ecst+ 四 ev 四，) (8) 
四 和 了 的 点 积 是 一 个 标量 伟 ( 实 数 ) ,定义 为 : 
大 * 卫 = 0 力士 X2ya 十 … 十 3 (9) 
向 量 于 的 模 (长 度 ) 定 义 为 : 
让 于 上 = (于 + 大 + 二 风 ) (10) 


式 (10) 称 为 向 量 于 的 欧 几 里 德 模 (长 度 )。 
当 1e1> 1 时 ,标量 乘积 史 拉 伸 向 量 夺 ; 当 1el < 工时 ,标量 匀 积 cx 压缩 向 量 存 。 这 可 通过 
式 (10) 看 出 : 
24 


2 2 2 2 2 2 
(es 





《10 


=1e1( 寻 + 验 + 二 多 ) 呈 =1el 直 | 
在 点 积 和 向 量 的 模 之 间 存 在 一 个 重要 的 关系 。 如 果 对 式 (10) 两 边 平方 ,并 在 式 (9) 中 用 斑 
替换 了 ,可 得 : . 











计 星 上 妥 = 寻 十 迷 二 于 (12) 
如 果 时 和 了 是 位 置 向 量 ,用 位 于 W 维 空间 中 的 点 (xi 2 罗 ) 和 (六 ,为 ,yw) 表 示 ， 
则 从 三 到 了 的 仿 移 向 量 是 它们 的 差 ， 
了 -下 (从 位 置 瑟 到 位 置 了 的 偏 移 ) 《13) 
注意 如 果 一 个 粒子 从 位 置 工 开 始 , 沿 偏 移 了 - 移 动 , 则 它 的 新 位 置 为 。 这 可 通过 如 下 的 
向 量 和 得 到 : 





了 =+( 了 了 一下) (14) 
利用 式 (10) 和 式 (13) ,可 得 到 维 空间 中 两 点 的 距离 公式 ; 
咱 下 一 下 | =(( 科 一 攻关 + 和 一 全 一 贡 半 ) 到 (15) 


当 用 式 (15) 计 算 两 点 则 的 距离 时 , 称 这 些 点 位 于 N 维 欧 几 里 德 空间 ， 

例 3.1 设 瑟 = (2,-3,5,-1) 和 了 = (6,1,2, -4)。 上 述 概念 可 用 下 列 4 维 空间 的 向 量 计 算 
表示 : 
和 天 + 了 =(8,-2,7,-5) 
差 天 -了 =(-4,-4,3,3) 
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标量 乘 3= (6, -9,15, -3) 
长 度 1 瑟 | =(4+9+25+1)22=392 
各 积 中 .了 =12-3+10+4=23 
从 素 到 了 的 偏 移 了- 五 =(4,4, -3, -3) 
从 在 到 了 的 距离 | 了 -天 | =(16+16+9+9)2 =507 
有 时 将 行 向 量 写成 列 向 量 更 有 用 ,例如 ; 
了 扩 
区 =| 一 | 和 =| (16) 
EN yw 


则 线性 组 合 of + d 可 表示 为 ; 
cxl + 直 1 


cxz + 四 > 


c++ d7= 《17) 


exw + Gy 
在 式 (17) 中 ,通过 适当 选择 c 和 d ,可 得 到 和 1 下 + 17、 差 1 瑟 - 1 和 标量 乘积 c 史 + 07。 
使 用 上 标 " "表示 向 量 的 转 置 , 即 行 向 量变 成 列 向 量 , 或 反之 : 


四 四 
(zoom =| 2 | 和 | osavan) (18) 
光 W TY 
向 量 的 集合 有 淮 元 素 9, 定义 为 : 
0= (0,0,…,0) (19) 


定理 3.1( 白 量 代数 ) 设 X, 了 和 2 是 w 维 向 量 ,s 和 8 是 标量 (实数 )。 向 量 加 和 标量 乘积 有 
如 下 性 质 ， 





了 + 于 = 下 + 了 交换 律 (20)》 
人 二 天 = 天 + 人 加 法 单位 元 (21) 
政 - 下 = 五 +( 一 三 ) = 加 法 逆 元 (22) 
《下 +Y)+ 世 = 不 +( 了 +Z2) 结合 律 《23) 
(a+ 扫 天 = aoX+ BE 标量 分 配 律 (24) 
af( 瑟 + 了) = a+ ao7 向 量 分 配 律 (25) 
a(8E) =( 吧 ) 焉 标量 结合 律 (26) 


3.1.1 矩阵 和 二 维 数组 


一 个 矩阵 是 数字 按 行列 分 布 的 矩形 数组 。 一 个 矩阵 有 1 行 和 wN 列 , 称 为 杂 x w 矩阵 。 
大 写字 母 4 表示 一 个 矩阵 ,小 写 带 下 标 字母 由 表示 构成 矩阵 的 一 个 数 。 抢 阵 可 表示 为 ， 
4=[ojwxw ，1 si 和 时 ,1<jsN 《27) 
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这 里 mw 是 位 于 (i 疙 ( 即 存储 在 矩阵 的 第 主 行 和 第 7 列 上 ) 的 数 。 将 mw 作为 位 于 ( 记 门 的 元 素 。 





其 扩展 形式 为 : 
站 加 ai 
Ga G2 2 2w 
行 王 | “ | -4 (28) 
al 局 风 
NT 悍 肥 到 呵 CQ 
直 
列 / 
MHxR 抢 阵 4 的 行 是 A 维 向 量 : 
术 =(anyaoyaw)， =1,2, 采 (29) 


起 (29) 中 的 行 向 量 也 可 看 成 1x W 和 矩阵。 将 好 x W 矩阵 4 分 解 成 f 块 ( 子 矩 阵 ) 即 形成 1 
xx 和 和 矩阵 。 
在 这 种 情况 下 ,可 将 4 表示 为 一 个 好 x1 和 矩阵 ,而 该 失 阵 由 1x w 矩阵 组 成 , 即 ; 





信 
到 
4 = = [VE 本 区 (30) 
[mw 
同 理 ,W x 闪 矩 阵 4 的 列 形成 W x 1 矩阵 ， 
an ] Gr 1 
aa 0 an 
ca Goco=| (31) 
Ga Gy Qi 
Gan 了 代 帮 Qnr 
在 这 种 情况 下 ,可 将 4 表示 成 由 1x 六 列 和 矩阵, 而 C, 构成 的 好 x1 和 矩阵 ， 
4=[C，c G… cn] (32) 
例 3.2 标识 下 列 4x3 矩阵 的 行 答 阵 和 列 给 阵 ; 
一 2 4 9 
4 5-7 1 
0 -3 8 
-4 6 -5 


解 : 


4 行 瞪 阵 为 ;Wi =[-2 4 9], 仿 =15 -7 可 用 =[0 -3 8] 和 隐 =[-4 .6 ~ 引 。 
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3 列 纸 阵 为 ， 
-2 4 9 
5 -7 1 
ce=| | ，ca| 2 和 C= 
一半 6 一 
各 可 用 这 些 短 阵 进行 表示 : 
妨 
六 
4 = 了 =[C，C cl] 
Vs 


设 4=[esjwsr 和 中 =[5]jwxw 为 两 个 同 维 矩 阵 。 当 且 仅 当 二 者 每 个 对 应 元 素 相等 时 4 


与 吾 相 等 , 即 ; 
4 = 五 当 目 仅 当 wa = ，1sis<M 1<sjsw 
两 个 Wx 闪 和 矩阵 4 与 互 的 和 的 定义 如 下 : 





和 + 加 =[oy+ 而 jw ，1sisW 1<j<A 
可 通过 对 4 中 每 个 元 素 取 负 得 到 矩阵 4 取 负 : 
-4=[- 四 jn ，TsisM 1sj<A 
可 通过 求 对 应 分 量 的 差 得 到 4 - 召 : 
人- 下 = [四 - 呈 ]ww ，1Tsi 和 TsjsN 
如 果 。 是 实数 (标量 ) ,可 定义 标量 乘积 邑 为 : 
C= [eay]wxw ， 1 < 二 李 TsjsN 


如 果 p 和 9 是 标量 ,加 权 和 ph + 归 称 为 矩阵 4 和 召 的 线性 组 合 ,表示 为 : 
+ 轨 =[pay+g]juxw ，T<is1 1<jsN 
叶 x mw 零 矩 阵 由 零 元 素 构成 : 
上 =[0]wxv 


例 3.3 求 天 阵 乘 24 和 3 召 ,以 及 线性 组 合 24 -3 下 ,4 和 召 的 值 知 下 所 示 ; 


一 1 2 一 2 3 
| 了 和 | 1 -4 
3 -4 -9 了 


-2 4 -6 3 
| 14 可 和 | 3 -| 
6 -8 -2 21 
线性 组 合 24 -3 电 为 : 
-2+6 4-9 4 -5 
| 14-3 oj ?| 


6+27 -8-21 3 -29 


利用 式 (37), 可 得 


《33) 


(34) 


(35) 


《36) 


(37) 


(38) 


(39) 
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定理 3.2 ( 算 阵 加 } 设 4, 召 和 C 是 %x 六 和 目 阵 ,P 和 9? 为 标量 。 和 矩阵 加 和 标量 乘积 有 如 下 


人 性质 : 





五 + 和 = 及 + 吾 交换 律 (40)》 
0+4=4+0 加 法 单位 元 (48) 
4-4=4A+(-4)=0 加 法 北 元 《42) 
(4+B)+C=4+( 刀 +C) 结合 律 (43) 
(pP+9)4=24+ 殉 标量 分 配 律 (44) 
P(4+ 百 ) = pd+pB 矩阵 分 配 律 (45) 
P(44)= (9)4 标量 结合 (46) 


3.1.2 ”向量 和 矩阵 简介 的 练习 
最 好 手工 计算 或 用 MATLAB 完成 下 述 练习 。 


工 . 


给 定向 量 互 和 了 ,求解 (a) 忆 + 了 ,(b) 下 -了 ,(e) 3 站 ,(d) 骨 下 上 ,Ce)7 了 了 一 4 时 ，( 们 改 : 了 
及 (g) 外 77 -4 怀 ‖。 

(下 =(3,-4) 和 了 =(-2,8) 

(这 于 =(-6,3,2)》 和 了 ={(-8,5,1) 

( 诈 ) 下 = (4, -8,1) 和 Y=(1-12,-10) 

(ivr) 于 =(1,-2,4,2) 和 了 = (3, -5, -4,0) 


-利用 余弦 定律 ,证 明 两 个 向 量 起 和 了 之 间 的 第 度 6 可 用 下 述 关 系 式 表示 : 





天 -了 
oO TETTFT 
针对 下 列 向 量 , 求 向 量 问 的 角度 (用 弧度 单位 ) : 
(a) 下 =(-6.3,2) 和 了 = (2,-2,1) 
(b) 互 = (4, -8,1) 和 了 = (3,4,12) 


。 如 果 两 个 向 量 忆 和 了 之 间 的 角度 为 x/2, 则 称 这 两 个 向 量 正 交 ( 垂 直 )。 





《a) 证 明 半 和 了 了 正 交 当 且 仅 当天 .了 = 0。 

利用 (a) 的 结论 判定 下 列 向 量 是 否 正 交 。 

(b) 和 =(-6,4,2) 和 了 = (6,5,8) 

(ec) 于 =(-4,8,3) 和 了 = (2,5,16) 

(d) 天 =(-5,7,2) 和 了 = (4,1,6) 

(e) 求 与 向 量 时 = {1,2, - 5) 正 交 的 两 个 不 同 向 量 。 


对 下 列 拭 阵 ,求解 (a) 4 + 号 ,(b) 4 - 吾 及 (c) 34 -28。 矩 阵 表示 如 下 ; 


=-1 9 4 -4 9 2 
4=| 2 -3 - 如 =| 3 -~5 
0 5 了 8 1 一 6 


，MxN 抵 阵 4 的 转 置 表示 为 4' ,通过 将 4 的 行 变 成 4 的 列 构成 Yx M 矩阵 。 也 就 是 


说 ,如 果 和 = [ay]ww 且 4 = [55]wxw;, 则 相应 元 素 满足 关系 式 ， 
包 = ，1<i 有 Mi<j<N 


求 下 列 矩阵 的 转 置 ， 
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-2 。 相 4 9 2 
1 - 
(a) 由 | 5 
7 0 56 1 56 
1t1 -3 8 
5 如果 NxN 方 阵 4 满足 4 = 4 (参见 练 习 5 中 对 4 的 定义 ) , 则 称 4 为 对 称 矩 阵 。 判 
断 下 列 方 阵 是 否 对 称 : 
1 -7 + 4 -7 1 
o|- 3 ] ol 2 - 
4 03 3 0 4 
加 = 
(4=[oleo 所 
cos( = 了 
4=[alwr 其 ha= 人 人 


7， 证 明定 理 3.1 中 的 命题 (20) (24) 和 (25)。 


3.2 向 量 和 乍 阵 的 性 质 


变量 sm ,za ,，……,xw 的 线性 组 合 为 : 
CI X1 十 Ga wa 十 匀 十 GENEN 《1) 
其 中 mr 昆 和 的 系数 ,并 = 1,2，N。 
赋 给 线性 组 合 (1) 一 个 定 值 5 ,可 得 到 一 个 关于 m ,xa，…zw 的 线性 方程 ,表示 为 : 
QH8] 十 2X2 十 … 十 CNYN 二 丰 (2) 
线性 方程 组 经 常 出 现 ,而 且 如 果 有 W 个 方程 ,个 未 知 数 , 则 它 可 表示 为 
QH fb2X2 十 十 UN 一动 
GalX1 十 GD2X2 十 十 Ga 二 b 


(3) 


alYl 二 aay2 二 + CawMXwr 一 拔 


CO 二 GipX2 十 十 CMV 一 和 
为 了 清楚 表示 每 个 方程 的 不 同系 数 ,必须 使 用 两 个 下 标 ( 上 , 疙 。 第 一 个 下 标定 位 方程 上， 
第 二 个 下 标定 位 变量 坟 。 
式 (3) 的 解 是 同时 满足 式 (3) 中 所 有 方程 的 一 组 数值 xs ,za:，… xy。 因 此 可 将 解 表示 为 
维 向 量 : 





正 = (xlsaa yx) (4) 


例 3.4 混凝土 是 水 泥 、 沙 子 和 砂砾 构成 的 混合 物 。 发 行商 有 三 批 选择 给 承包 人 。 第 一 批 包 
含水 泥 、 沙 于 和 砂砾 的 比例 为 18、318、4/8; 第 二 批 的 比例 是 710、5/10、3110; 第 三 批 的 
比例 是 215、315、.0/5。 
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设 和 mmssa 表示 每 批 混合 物 的 数量 (单位 为 立方 英 码 ) ,它们 的 总 量 为 10 立方 英 码 。 水 泥 、 
沙子 和 砂砾 的 数量 分 别 为 站 =2.3,ba =4.8,5 =2.9。 则 关于 这 三 种 成 分 的 线性 方程 组 为 : 
0.125zi +0.200xs +0.400xs =2.3 《〈 水 泥 )》 
0.375x +0.500x, +0.600x; =4.8 【沙子 》 《5) 
0.500x; + 0.300x: +0.000x =2.9 〔〈 砂 环 ) 
线性 方程 组 (5) 的 解 为 xi =4,xa = -3,xi =3。 可 将 它们 直接 代入 方程 组 中 进行 检验 : 
(0.125)(4) + (0.200)(3) + (0.400)(3) =2.3 
《0.375)(4) + (0.500)(3) +《0.600)(3) =4.8 
(0.500)(4) + (0.300)(3) + (0.000)(3) = 2.9 


3.2.1 称 阵 乘 


定义 3.1 如 果 4=[as]wrw, 吾 =[ 好 ]wpy4 的 列 数 和 至 的 行 数 相等 , 则 和 矩阵 乘积 4B 为 好 
x 书 的 矩阵 C: 


4B=C=[c]uvrr (6) 
其 中 C 的 元 素 oy 是 4 的 第 # 行 与 互 的 第 j 列 的 点 积 ; 
2 = 袜 aa 二 aabor + ap 十 二 wb 《7) 





其 中 =12,…，, 时 上 且 7=12,…P。 
例 3.5 使 用 下 列 王 阵 求解 短 阵 乘积 C = 4 感 , 说 明 为 何 B4 无 定义 : 


4 ar 
解 ; 


夫 阵 和 有 两 列 , 甜 阵 召 有 两 行 ,所 以 矩阵 来 积 AB 有 定义 。2x2 矩阵 和 2x3 纸 阵 的 科 积 
是 2x3 撼 阵 。 计 算 过 程 如 下 : 


2-[ 


-| 10+9 -4+24 2- 司 - [2 20 -加 -ec 
-5+12 2+32 -1-24 7 34 - 

当 试 图 计算 短 阵 的 采 积 Bh 时 ,会 发 现 二 者 不 匹配 。 因 为 召 的 行 是 3 维 向 量 ,而 4 的 列 

是 2 维 向 量 , 因 此 书 的 第 太行 与 4 的 第 天 列 的 点 积 没有 定义 。 

如 果 4B = 了 4 ,出 称 4 与 下 可 交换 (commute)。 而 且 通 常 48 与 EM 都 有 定义 ,但 它们 的 
乘积 并 不 一 样 。 

现在 讨论 怎样 使 用 矩阵 表示 一 个 线性 方程 组 。 式 (3) 中 的 线性 方程 可 写成 一 个 矩阵 乘积 。 
系数 oy 保 存在 W x W 扼 阵 4( 称 为 系数 邱 阵 ) 中 ,而 未 知 数 保存 在 wx 1 矩阵 站 中 。 常 数 玉 
存储 在 杂 x1 撼 阵 下 中。 根据 惯例 ,使 用 列 矩阵 表示 三 和 如 , 则 4X 表示 为 : 
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Gil 2 vi oaw ] 六 
2 az az aaw | | 和 如 
4=| “ “ “ = = 如 (3) 
ae 力 妃 
an op 


式 (8) 中 的 矩阵 乘 4X = 下 类似 于 通常 向 量 的 点 积 ,因为 号 中 的 每 个 元 素 5 都 可 通过 惩 
阵 4 的 第 上 行 与 列 矩 阵 天 的 点 积 得 到 。 
例 3.6 将 例 3.4 中 的 线性 方程 组 (5) 用 算 阵 乘积 表示 。 使 用 答 阵 乘 积 验证 [4 3 3]' 是 方程 


组 (5) 的 解 : 
0.125 0.200 0.400] 由 ] 「2.3] 
区 0.500 on| 和 -| (9) 


0.500 0.300 0.000. 2.9- 





3 





为 了 验证 [4 3 3] 是 方程 组 (5) 的 解 ,必须 证 明 4[4 3 3] =[2.3 4.8 2.9]: 
0.125 0.200 0.4001『4 0.5+0.6+1.2 2.3 
区 0.500 om 目 -ass | -| 
0.500 0.300 0.000 2.0+0.9+0.0 2.9 
3.2.2 特殊 矩阵 


元 素 全 为 零 的 M x 六 矩阵 称 为 W x N 维 零 邱 阵 ,表示 为 ， 
0=[0]ww (10) 
当 撼 阵 维 数 明确 时 ,可 使 用 0 表示 堆 矩 阵 。 
太 阶 单位 矩阵 是 方 阵 ,表示 为 ; 
到 =[8]ww ，6= 
它 是 乘积 单位 矩阵 ,通过 下 例 可 以 看 出 。 
例 3.7 设 4 是 2x3 矩 阵 , 则 :4=41 =4。 关 左 科 4 的 结果 为 : 


忆 9 人 at 2 = [全 人 at+0 ee 
0 1 2 on+0 at+0 aas+0 


当 ;i=7 


0 当 iz7 4 


CQ2P  C: 


五 右 乘 4 的 结果 为 : 


人 Qt “| 
da21 Go  G: 


2 


0 10 
0 01 


下 面 的 定理 给 出 了 关于 夭 阵 飞 的 一 些 性 质 。 


定理 3.3( 和 矩阵 科 ) 设 。 是 一 个 标量 ,4 ,好 ,C 是 矩阵 ,而 且 对 应 的 矩阵 加 法 和 乘法 有 定义 , 则 ; 
(4B)C=4(CBC) 矩阵 乘 的 结合 律 (12) 


1 0 
0 [ 科 79 0D+aa+f0 2] 
al+0O+0 0+az+0 0+0+an 
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王 =41=4 单位 窍 阵 (13) 
4(B8+C)=AB+AC 左 分 配 律 《14) 
(4+B)JC=4C+BC 右 分 配 律 (15) 
c(4B)=(cd) 百 =4(cB) 标量 结合 律 (16) 


3.2.3 ” 非 奇 异 矩 阵 的 逆 


矩阵 逆 的 存在 需要 特殊 条 件 。 如 果 存 在 一 个 Yx 六 矩阵 四 满足 式 (17) , 则 称 wx w 矩阵 
4 是 非 奇 异 或 可 逆 的 : 
4= B4 = 了 《17) 
如 果 答 阵 吾 不 存在 , 则 称 4 是 奇异 矩阵。 当 存 在 如 且 满足 式 (17) , 则 称 召 是 4 的 送 ,通常 表 
示 为 召 =4 ,并 使 用 相似 的 关系 式 : 
44…=4-4 如 果 4 是 非 奇 异 和 矩阵 (18) 
显 见 至 少 存在 一 个 和 矩阵 召 可 满足 关系 式 (17)。 设 C 是 4 的 一 个 逆 ( 即 4C = C4 = 六 , 则 
根据 性 质 式 (12) 和 式 (13) 有 : 
C=I=(BM)C=B4C)= 开 = 甩 





3.2.4 行列 式 
方 阵 4 的 行列 式 是 一 个 标量 值 (实数 ) ,表示 为 det(4) 或 141。 如 果 4 是 wx w 些 阵 ; 
CU0 2 ”ay 
4 = 0 BR 2 
CA om “ ”” Gnww 
则 4 的 行列 式 表 示 为 : 
人 1 Cl2 Gaw 
det(4) = G21 的 Ba2w 
Gm Ga ww 


尽管 行列 式 的 表示 类 似 于 一 个 矩阵 ,但 它 的 性 质 完全 不 则 ,行列 式 是 一 个 标量 值 (实数 ) 。 
当 W>3 时 ,根据 大 多 数 线性 代数 课本 中 定义 的 行列 式 det(4 ) ,不 易 计 算 它 的 值 。 下 面 将 回顾 
一 下 ,如 何 利用 代 效 余子 式 展开 法 计算 行列 式 的 值 。 计 算 高 阶 行 列 式 可 利用 高 斯 消去 法 ,可 参 
见 程序 3.3。 

如 果 4=[m] 是 1x1 和 矩阵, 定义 det(4) = aa。 如果 4 = fay]vww, 其 中 wz>2, 则 让 ad 
为 4 的 认 -1x 六 -1 子 搜 阵 的 行列 式 , 子 答 阵 是 通过 划 掉 矩 阵 4 的 第 ; 行 和 第 7 列 构成 的 。 
行列 式 1 称 为 mw 的 余子 式 。4 定 义 为 4, = ( - Da , 称 为 mw 的 代数 余子 式 。 这 样 wx 
德 阵 4 的 行列 式 表示 为 : 








deK4) = > av4， (第 守 行 展开 ) 《19) 
| 
或 
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《20) 


， 
det(4) = >)ar4。 (第 7 列 展开 
令 ;i= 1 对 下 面 的 2x2 抵 阵 4 利用 式 (19): 


20 GD2 
4-| 
G21 2 


可 得 到 det4 = aaz - szaxe。 下 面 的 例子 显示 了 如 何 利用 式 (19) 和 式 (20) 递 归 地 将 计算 
wx 克 矩 阵 的 行列 式 简化 为 计算 一 系列 的 2x2 行 列 式 。 


例 3.8 设 i=1, 利 用 式 (19) 计 算 给 阵 4 的 行列 式 ,然后 设 上 = 2, 利 用 式 {20) 计 算 矩 阵 4 的 行 
列 式 : 
2 3 8 
| -4 5 -| 
7 -6 9 
i= 1 ,利用 式 (19) 可 得 : 


5 -1! -4 -1 -4 5 
ad =GO| 中 -gj| 7 中 四 | 7 了 引 
=(2)(45-6)-(3)(-36+7)+(8)(24-35)》 
=77 
J 了 = 2, 利 月 式 (20) 可 得 : 





-4 -1 2 8 2 8 
aa- -| 7 区 中-Ca| | 
=37 
下 面 的 定理 给 出 了 4 为 方 阵 时 ,线性 方程 组 4X = 召 的 解 的 存在 性 和 惟一 性 的 充分 条 件 。 
定理 3.4 设 4 是 wxR 方 阵 ,下 列 命题 是 等 价 的 ， 


给 定 任意 Wx1 欠 阵 召 , 线 性 方程 组 4K = 吾 有 惟一 解 。 (21) 
和 矩阵 4 是 非 奇 异 的 ( 即 4… 存 在)。 (22) 
方程 组 4 = 0 有 惟一 解 开 = 0。 (23) 
det(4) 关 0 (24) 


定理 3.3 和 定理 3.4 有 助 于 将 矩阵 代数 与 普通 代数 联系 起 来 。 如 果 命题 (21) 为 真 , 则 命 
题 (22) 结 合 性 质 (12) 和 (13) 可 得 出 如 下 推论 : 
4 = 下 即 4 4X=4- 呈 ， 也 即 下 =4- 召 (25) 


例 3.9 使 用 进 生 阵 ; 
4 让 


和 式 (25) 中 的 推论 ,求解 线性 方程 组 4 下 = 在; 


-站 -四 = 
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利用 式 (25) ,可 得 到 : 
-1 1[ 4 -1][2 1f3 0.6 
于 = 全 B- 地 | _y [ -二 = 
注 :在 实际 计算 中 ,从 来 不 对 非 奇 异 矩 阵 的 逆 或 方 阵 的 行列 式 进 行 数值 计算 。 这 些 概念 主 
要 用 来 建立 解 的 存在 性 和 惟一 性 的 理论 "工具 ”, 或 作为 算术 表示 线性 方程 组 的 解 的 手段 。 
3.2.5 平面 旋转 


设 4 是 3x3 抑 阵 ,=[x* 7 ?是 3x1 和 矩阵 , 则 乘积 了 = 4 是 另 一 个 3x1 和 抢 阵 。 
这 是 一 个 线性 变换 的 例子 ,可 在 计算 机 图 形 学 领域 中 找到 相应 的 应 用 。 珑 阵 r 等 价 于 位 置 向 
量 忌 = (zx,y,z) ,表示 在 三 维 空间 中 一 个 点 的 位 置 。 考 虑 下 面 3 个 特殊 矩阵 ; 




















1 0 0 
so eos(a) -ao (26) 
0 sin(a) cos(a) 

cos(B) 0 sin(p) 
so 0 1 0 ] 


(27) 
-sin(8) 0 cos(6) 
cos(y) -sin(y) 0 
| cos(y) (28) 
0 0 1 


和 矩阵 玉 .(a) ,RN (8) 和 亚 (7) 分 别 用 来 以 角度 ,8 和 7y 在 * 轴 、y 轴 和 :z 轴 上 旋转 点 。 它 
们 的 反 相 为 屎 .( - ec) ,Ri(- 8) 和 玉 (- yY)》, 它 们 在 * 轴 、y 轴 和 z 轴 上 旋转 的 角度 分 别 为 
-aq，, -8 和 -yY。 下 面 的 例子 描述 了 这 些 情况 ,读者 可 做 进一步 研究 。 

例 3.10 一 个 单位 立方 体位 于 第 一 象限 ,一 个 项 点 位 于 坐标 原点 。 首 先 在 = 轴 上 旋转 立方 
体 , 旋 转角 度 为 r14; 然后 以 r16 在 y 轴 上 旋转 。 求 旋转 后 立方 体 的 形状 。 


解 : 
第 一 次 旋转 的 变换 和 撼 阵 如 下 所 示 ， 
co 于 ) -sf 
了 = 丸 [ 囊 ) 忆 = sn( 于 
上 


=|10.707107 “0.707107 “0.000000 
0.000000 “0.000000 “1.000000 
第 二 次 旋转 的 变换 短 阵 如 下 所 示 ; 
< 全 


0.707107 -0.707107 :oa 1 


妃 
| 
名 
| 久 
民 
中 
定 
口 
忆 
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0.000000 1.000000 0.000000 


0.866025 0.000000 0.500000 
| * 
-0.500000 0.000000 0.866025 


配 = Ri( 到 } 妨 (了 于) 可 = 


6 下 0.707107 0.707107 0.000000 | | 7 


一 0.353553 。 0.353553 0.866025- -> 
立方 体 的 顶点 坐标 的 计算 结果 (表示 为 位 置 向 量 ) 和 如 表 3.1 所 示 , 变 换 过 程 中 的 立方 体形 





0.612372 -0.612372 oo | 

















状 如 图 3.2(a) 到 图 3.2(e) 所 示 。 
表 3.f 连续 旋转 情况 下 立方 体 的 项 点 坐标 

， ES ESRED 
《0.0,0) 《0.000000,0.000000,0) 加 .000000,0.000000,0.000000)” 
{1,0,0) 《0.707107.0.707107,0) 【0.612372,0.707107，- 0.333553) 
《0.1,.0) 《-0.707107,0.707107 .0) 【 -0.612372,0.707107,0.353553) 
(0.0,1) (0.000000,0.000000,1) 《0.5000000.0.000000,0.866025) 
(UL10) 《0.000000,1.414214,0) 10.000000,1.414214,0.000000) 
《1;:0， 《0.707107,0.707107 ,1 《1.112372,0,707107 ,0.512472) 
(0.1 (~ 0.707107.0.707107,1)7 ( - 0.112372.0.707107,1.219579) 
《1.1 (0.000000,1.414214,1) (0.500000,1.414214,0.866025) 

= 
z 二 
负 7 有 届 了 
名 人 b) 人 


图 3.2 《a) 立方 体 的 初始 形状 ;(b) 在 = 轴 进 行 了 = RR.(r14) 下 旋转 变 
换 后 的 形状 ;(e)》 在 y 轴 进 行 四 = 妨 (r/6)Y 旋转 变换 后 的 形状 


3.2.6 MATLAB 


MATLAB 函数 det(A) 和 inv(A) 分 别 用 来 计算 方 阵 4 的 行列 式 和 逆 ( 如 果 4 是 可 逆 的 )。 


例 3.11 使 用 MATLAB 和 (25) 中 的 遂 矩 阵 法 分 别 求 解 例 3.6 中 的 线性 方程 组 。 
解 : 
首先 通过 证 明 det(4) 关 0 (定理 3.4), 验 证 4 是 非 厅 异 短 阵 ， 


> >a=[0.125 0.2000.400;0.375 0.500 0.600;0.500 0.300 0.000]; 
> > det(a) 
ans = 

-0.175 
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然后 根据 式 (25) 中 的 推导 ,可 得 到 4X = 忆 的 解 是 下 = 及 至 : 


> >X=inv(a)x[2.34.82.9] 
x= 

4.C000 

3.0000 

3.0000 


最 后 通过 检查 4 刺 = 召 来 验证 结果 : 


3.2.7 向 量 和 矩阵 性 质 的 练习 


最 好 手工 计算 或 者 使 用 MATLAB 进行 下 面 的 练习 。 
1 针对 下 列 矩 阵 ,求解 48 和 了 4 : 


4 





2.， 针对 下 列 和 矩阵 ,求解 43 和 B4 : 


3 0 
4= 有 -2 引 ，B-| -3 5 
2 05 


，4, 召 ,C 分 别 为 : 


4 


(a) 求解 (4B)C 和 4(BC) 
(b) 求解 4( 刀 + C) 和 4B+AC 
《e) 求解 (4 + 吾 )C 和 4C + BC 
(d) 求解 (4B8) 和 吾 4/ 
4. 设 4 = 44。 使 用 下 列 矩阵 求解 4 和 下 
_1 -7 2 0 6 
4-[ | -4 
3 -5 2 
5， 如果 下 列 失 阵 的 行列 式 存在 , 试 求 之 ; 
1 7 2 们 6 
| 3 | | -: 5 -4 
3 -5S 2 
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3.2.8 


表 


习 


1 


己 
忆 


丰 
1 2 
6 
(ce) | | (d) 4 
0 0 


己 
已 wm 上 中 


0 0 7 


.使 用 R.(a) 与 Rs( - “) 的 抢 阵 乘 , 证 明 Ra)R.(- wx) = 工 参 见 式 (26))。 
(人 a) 证 明 : 


cos( 6) 0 sin(P) 
om sin(B)sin(a)  eos(a) -ephnots)| 
-~eos(a)sin(P) sin(a) cos(B)eos(c) 
(参见 式 (26) 和 式 (27))。 
(b) 证 明 : 
eos(8) sin(8)sin(a) cos(a)sin(B) 
oa] 0 cos(a) -sin(a) | 
-sin(e) oos(B)sin(a) ceos(8)cos(a) 


如果 4 和 召 为 非 奇 异 Nx 六 矩阵 ,而 且 C = 4B3 ,证 明 C- = B 4-。 提 示 ; 利 用 抵 


阵 乘 的 结合 律 。 


证明 定理 3.3 的 命 古 (13) 和 命题 (16)。 


. 设 4 为 xm 矩阵 ,天 为 凡 x1 和 矩阵 。 
(a) 计算 4 需要 多 少 次 弱 法 ? 
(b) 计算 4 需要 多 少 次 加 法 ? 

. 设 4 为 Wxw 邱 阵 , 召 和 C 为 Wx 已 矩阵 。 证 明 矩 阵 乘 的 左 分 配 律 :4( 吾 + C) = 4B 
+4Co。 

. 设 4 为 Wxw 和 抑 阵 , 召 和 CC 为 wx 已 矩阵 。 证 明 矩 阵 乘 的 右 分 配 律 :(4+ 瑟 )C = 4C 
+ BC。 

. 设 于 =[L -1 2], 求 解 8XK' 和 如 X。 注 意 : 尼 是 大 的 转 置 。 

:. 设 4 为 WxAW 和 矩阵 ,如 为 Wx 忆 矩阵 。 证 明 (48) = B:47。 提 示 : 令 C= 4B, 并 使 用 
和 矩阵 乘 的 定义 进行 证 明 , 即 C'“ 中 的 第 (; ,六 项 等 于 如 4 中 的 第 (i 门 项 。 

. 利用 练习 14 中 的 结论 和 和 托 阵 乘 的 结合 律 ,证 明 (4BC) = CBA 。 


算法 和 程序 
3.1 的 第 一 列 包含 变换 单位 立方 体 的 顶点 坐标 ,单位 立方 体位 于 第 一 象限 ,一 个 顶点 在 








原点 。8 个 顶点 坐标 可 用 一 个 8 x3 的 矩阵 妨 表 示 , 每 一 行 表示 一 个 顶点 的 坐标 。 参 照 练 


14, 和 矩阵 ! 与 扼 阵 忍 ,(x/4) 的 转 置 相 乘 可 得 到 一 个 8 x 3 矩阵 (如 表 3.1 的 第 二 列 所 示 ， 


每 一 行 表示 ! 中 对 应 行 的 变换 结果 )。 结 合 练习 (15) 的 思想 ,可 认为 进行 任意 次 数 连 续 
旋转 后 的 立方 体 顶 点 坐标 可 用 一 个 矩阵 乘 表 示 。 


工 . 


单位 立方 体位 于 第 一 象限 ,一 个 顶点 在 原点 。 首 先 ,以 角度 x16 沿 y 轴 旋 转 立方 体 ; 然 
后 再 以 角度 = 沿 = 轴 旋 转 立 方 体 。 求 旋转 后 立方 体 的 8 个 顶点 坐标 ,并 与 例 3.10 的 
结果 进行 比较 。 
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它们 的 区 别 是 什么 ” 试 通过 称 阵 乘 一 般 不 满足 交换 律 的 解释 (参见 图 3.3(a) 到 (ce) )。 
使 用 plol 命令 画 出 三 个 图 形 。 





《a)》 (bp (e) 
图 3.3 《a) 初始 立方 体 ;(b) Y= 妨 (r16) 也 , 沿 * 轴 旋 转 :(e) H = 灵 (xr/4), 沿 = 轴 旋 转 


. 设 单位 立方 体位 于 第 一 象限 ,其 中 一 顶点 位 于 坐标 原点 。 首 先 以 角度 x/12 沿 x 轴 旋 
转 立方 体 ;然后 ,再 久 角 度 r/6 沿 = 轴 旋 转 立 方 体 。 求 旋转 后 立方 体 8 个 顶点 的 坐标 ， 
并 使 用 plot 画 出 这 3 个 立方 体 。 

- 四 面体 的 坐标 为 (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)。 首 先 以 弧度 0.15 沿 y 轴 旋 转 ， 
然后 再 以 弧度 -0.15 沿 z 轴 旋 转 ,最 后 以 弧度 2.7 沿 * 轴 旋 转 。 求 旋转 后 的 顶点 坐 
标 , 并 使 用 plot3 画 出 这 4 个 立方 体 。 


3.3 上 三 角 线性 方程 组 


现在 研究 回 代 算 法 , 它 对 于 由 上 三 角 系数 矩阵 构成 的 线性 方程 组 的 求解 很 有 帮助 。 这 个 
算法 是 3.4 节 求 解 一 般 线 性 方程 组 的 算法 的 一 部 分 。 
定义 3.2 Wx 灰 邱 阵 4 = [ay ] 中 的 元 素 满足 对 所 有 , 则 称 > 六 有 a = 0, 则 称 Nx N ,矩阵 
4 = [my ] 为 上 三 角 和 矩阵 。 如 果 4 中 的 元 素 满足 对 所 有 i < /有 ay =0, 则 称 矩 阵 4 为 下 三 角 抢 
阵 。 

下 面 将 介绍 一 种 算法 来 构造 上 三 角 线 性 方程 组 的 解 ,而 将 下 三 角 线性 方程 组 的 求解 留 给 
读者 。 如 果 4 是 上 三 角 和 矩阵 , 则 4RE = 吾 称 为 上 三 角 线 性 方程 组 ,表示 为 ， 


Qunxl+ az 二 6353 + Qiw-I3w-1+ Or 有 





本 














amp52 十 QBA3 十 十 GaN-1Xn it 十 Go2wXn 二 昌 

GaaM3 十 二 Qaw-IWW 1 十 GaNXN 二 玉 
: ; 《D) 

Gw-1w-1Xw-1 二 Gw-IRWN 下 w-1 

GAN 二 

定理 3.5( 回 代 ) 设 48& = 召 是 (1) 中 的 上 三 角 线 方程 组 。 如 果 ， 
天 0， 天 = 1,2，… 到 (2) 

风 方 程 组 (1) 存 在 惟一 解 。 
证 明 : 用 构造 法 证 明 。 最 后 一 个 方程 具 包 含 ww ,因此 首先 求解 这 个 方程 : 


加 
xwr 二 一 


(3) 


Qiww 
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现在 xw 已 知 ,将 它 代 人 二 一 个 方程 可 得 : 


Br av-uwaw 
0 鸣 
现在 可 用 xw 和 xnw_1; 求 解 xsv_:: 
cavtaw ay- 0) 
CQ -2w-2 
当 5 zw-iyyxtyl 都 求 出 后 , 则 可 得 到 一 般 步 又 : 
玫 - ”as 
= 一 人 2 (6) 
有 


可 以 很 容易 看 出 解 的 惟一 性 。 根 据 第 N 个 方程 可 推导 出 如 /aew 是 zw 的 惟一 可 能 值 ,然后 
可 用 有 限 数 学 归纳 法 证 明 ww xw-:，…,xi 是 惟一 的 。 


例 3.12 利用 回 代 法 求解 线性 方程 组 ; 
4x1 一 aa +24+3x4 = 20 





-2xa +7xa -4 和 = -7 


6xa +Sxz4 = 4 
3x4= 6 
求解 最 后 一 个 方程 中 的 xu 可 得 : 
6 
= 可 =2 
将 x4 =2 代 入 第 三 个 方程 ,可 得 : 
-4-35C2) -1 
6 


现在 将 ws = -1 和 xs =2 代 入 第 二 个 方程 ,可 得 ; 
-7-7(-D+r402)_ 
= 二 一 一 一 


一 4 
二 2 
最 后 ,求解 第 一 个 方程 中 的 xl 可 得 ， 
-20+1(- 和 -20-D-3(02) 3 
2 


条 件 ou 关 0 非常 重要 ,因为 式 (6) 包 含 对 mu 的 除法 。 如 果 条 件 不 满足 , 则 可 能 无 解 或 有 
无 穷 解 。 
例 3.13 证 明 下 列 线性 方程 组 无 解 ; 
4x: -2 +2x3 +3x4 = 20 
Daxa +7323 一 424 = 一 了 
6x3+5x4= 二 
3x4= 6 


(7) 


证 明 : 
求解 式 (7) 中 的 最 后 一 个 方程 可 得 xs =2, 将 它 代 入 第 二 个 方程 和 第 三 个 方程 可 得 : 
7x3 -8= -了 
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6xs+10= 和 4 (8) 
求解 式 (8) 中 的 第 一 个 方程 可 得 zs = 1/7, 而 求解 第 二 个 方程 可 得 四 = - 1。 二 者 矛盾 ,所 

以 线性 方程 组 (7) 无 解 。 

例 3.14 证 明 下 列 线性 方程 组 有 无 穷 解 : 

4z1 -ia +2xs +3x4 = 20 
0xz +7xs+0x4= -7 
6xa +Sx4= 44 
3x4= 昌 


(9) 


证 明 : 
利用 式 (9) 中 的 最 后 一 个 方程 ,可 得 到 x = 2, 将 它 代 入 第 二 个 方程 和 第 三 个 方程 可 得 x 
= -是 但 对 第 二 个 方程 到 第 四 个 方程 的 求解 后 ,只 能 得 到 两 个 解 za 和 xi。 当 将 它们 代 
入 第 一 个 方程 ,可 得 : 

=4xl 一]16 (10) 
而 式 (10) 有 无 穷 解 ,因此 式 (9) 也 有 无 穷 解 。 如 果 对 式 (10) 中 的 加 选 定 一 个 值 , 则 总 的 
值 是 惟一 的 。 创 如 在 式 (9) 中 增加 一 个 方程 xi =2, 则 可 计算 出 = -8。 


定理 3.4 指 出 若 4 为 x N 矩阵 ,线性 方程 组 4X = 吾 有 惟一 解 当 目 仅 当 det(4) 0。 下 
面 的 定理 指出 如 果 上 三 角 矩 阵 或 下 三 角 抑 阵 中 主 对 角 线 的 任 一 元 素 为 零 , 则 det(4) =0。 这 
样 ,观察 前 面 三 个 线性 方程 组 ,可 清楚 地 发 现 例 3.12 有 惟一 解 ,而 例 3.13 和 例 3.14 没有 惟一 
解 。 定 理 3.6 的 证 明 可 在 大 多 数 线性 代数 教材 中 找到 。 


定理 3.6 如 果 交 x 六 和 撼 阵 4 = [ay] 是 上 三 角 和 矩阵 或 下 三 角 失 阵 , 则 ; 


。 
det(4) = ouoaow = Tu (LUD) 





例 3.12 中 系数 年 阵 的 行列 式 值 为 det(4) = 4( -2)(6)(3) = - 144。 例 3.13 和 例 3.14 中 
系数 答 阵 的 行列 式 值 都 为 440)(6)(3) = 0。 
下 面 的 程序 利用 同 代 法 求解 上 三 角 线 狂 方程 组 (1) 的 解 , 设 ou z0, 其 中 上 = 1,2…,N。 











程序 3.1( 回 代 ) 用 回 代 法 求解 上 三 角 线性 方程 组 4 = 吾 , 必 须 满足 系数 矩阵 的 对 
角 元 素 非 零 的 条 件 。 首 先 计算 mw = yaw, 然 后 利用 如 下 表达 式 : 


由 
总 Ce 
和 = 一 全 =,N-2 1 
因 

















function X= backsub(R,B) 

和 Input - isannxnupper-triargular nonsingular matrjix 
名 -BisannxX1lrmarrix 

多 DutPut - Xis the solution to the linear systemRAxX -= 时 

% Fing the dimension of B and initialize 区 

mn = length(B); 

和 = zerostn1); 
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X(n] = B(n)/a(nyn); 
fork=n-1l:-1:1 

x(k) = (B(k) - Ra(k,k+ 1:n]x X(K+I:mn))AA(K,k)5 
eng 


3.3.1 上 三 角 线 性 方程 组 的 练习 
求解 练习 1 到 练习 3 中 的 上 三 第 线性 方程 组 ,并 求解 系数 窍 阵 的 行列 式 值 。 














1 3xt-2xz+xs -xi= 8 2，5z -3xs -7xs+x4= 一 14 
4x2 一 x+t2xs= 一 3 1l1xa +9x3+Sx = 22 

2x3 +3x4= 11 3x 一 13x4 = 一 11 

5x4= 15 7xs= 14 


3 4xi 一 x+2x3+2x4 一 %5 二 和 
-2xs+6x3s+2x4+7x5= 0 


%a 一 342325= 3 


-2x4 -xs=10 
3xs= 6 
4.〈a) 设 有 两 个 上 三 角 卸 阵 ， 
al ap en 加 
4=|0 oa ml| 和 下 =|0 加 5 
0 0 os 0 0 bj 














证 明 它 们 的 乘积 C = 4B 是 上 三 角 和 矩阵 。 
《b) 设 4 和 妾 为 两 个 wx 上 三 角 上 矩阵 。 证 明 它 们 的 乘积 为 上 三 角 抵 阵 。 
5. 求解 下 三 角 线 性 方程 组 4 下 = 吾 , 并 求解 det4 ) : 





22x1 = 人 6 
一 区 十 二 =5 
3x1 一 2x3 一 X3 =4 


Xi 一 253 二 0Ox3s 二 3xz5=2 


6. 求解 下 三 角 线性 方程 组 48 = 召 , 并 求解 det(4 ): 


521 = 一 ]10 
和 十 32z = 4 
3xi -4o -2x = 2 
一 XI 一 3xa 二 6x3 + 4 二 5 
7. 证 明 回 代 法 需要 六 次 除法 .CN - w)/2 次 乘法 和 (A5 - w)/2 次 加 法 或 减法 。 提 示 : 可 


利用 下 列 公 式 ， 


= WOW+1)12 


和 


3.3.2 算法 和 程序 
1, 使 用 程序 3.1 求 解 方程 组 TX = 吾 , 表 示 如 下 : 
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cos( 六 ss7 
Urolee wa 人 ”3 
而 且 吾 =[5]osyan=tan(i)。 
2. 前 向 替换 算法 。 对 于 线性 方程 组 4X = 吾 ,如 果 满 足 当 i < 时 ,av = 0, 则 称 其 为 下 三 角 
线 性 方程 组 。 构 造 类 似 程序 3.1 的 程序 forsub, 用 其 求解 下 列 下 三 角 线性 方程 组 。 注 : 
此 程序 将 在 3.5 节 中 使 用 。 




















全 = 入 
aa 31 十。 Q23X2 二 pz 
Ga 二 022 二 033 = 及 
Gan-XT 二 Qw-12X2 二 Gw-1333 十 十 GTN_IXN-1 = rr-， 
QT 二 wz 二 Cn3 和 十 二 Gww-1Xw-1 十 GREY 二 站 


3. 使 用 formub 求 解 方程 组 ZX = 吾 , 其 中 : 


ii 
L-[jom cf 


,而 且 吾 =[ 如 ]ooypa = 
0 E< 了 了 


3.4 高 斯 消去 法 和 选 主 元 


在 这 一 节 里 ,将 研究 求解 有 个 方程 和 A 个 未 知 数 的 一 般 上 方程 组 4 = 吾 。 目 标 是 构造 
一 个 等 价 的 上 三 角 方 程 组 底 = 了 ,这 样 可 以 利用 3.3 节 中 的 方法 进行 求解 。 

如 果 两 个 N x 线性 方程 组 的 解 相同 , 则 称 二 者 等 价 。 根 据 线 性 代数 中 的 定理 可 知 , 对 
一 个 给 定 方程 组 进行 一 定 的 变换 ,不 会 改变 它 的 解 。 


定理 3.7 (初等 变换 ”下面 三 种 变换 可 使 一 个 线性 方程 组 变换 成 另 一 个 等 价 的 线性 方程 组 : 





交换 变换 :对调 方程 组 的 两 行 (9 
比例 变换 : 用 非 零 常数 乘 方程 组 的 某 一 行 (2) 
符 换 变换 : 将 方程 组 的 某 一 行 乘 一 个 常数 ,再 加 到 另 一 行 上 去 (3) 





通常 利用 式 (3), 即 用 一 个 方程 乘 一 个 常数 ,再 减 去 另 一 个 方程 来 替换 另 一 个 方程 。 请 参 
看 下 面 的 例子 以 了 解 这 些 概念 。 
例 3.15 求 抽 物 线 了 = 4+ 有 x + Cx2, 它 经 过 三 点 (1,1),(2, -1),(3,1。 
对 每 个 点 ,可 得 到 一 个 方程 ,并 形成 线性 方程 组 : 
4+ BC=- 1 在 点 (1;1) 
4+2B+4C= -1 在 点 (2, -1) (4) 
4+3B+9C= 1 在 点 (3,1) 
使 用 第 二 个 方程 和 第 三 个 方程 减 去 第 一 个 方程 可 消去 变量 4。 这 是 利用 替换 变换 式 (3)。 
等 价 的 线性 方程 组 如 下 : 
4+B+C= 1 
B+3C= -2 (5) 
25+8C= 0 


94 数值 方法 (MATLAB 版 ) 





使 用 (5) 中 的 第 三 个 方程 减 去 第 二 个 方程 的 两 倍 可 消去 变量 召 。 等 价 的 上 三 角 线 性 方程 
组 为 : 


4+B+LC= 1 
玉 +3C= -2 (0) 
2C= 4 


现在 可 以 利用 回 代 法 求 出 系数 C=4/2=2,B= -2-3(2)= -8 和 4=1-(-8)-2=7， 

这 样 握 物 线 方程 为 = 了 -8x +2x?z。 

可 以 将 线性 方程 组 4XE = 吾 的 系数 保存 在 一 个 Wx (w+ 1) 的 数组 中 。8B 的 系数 保存 在 这 
个 数组 的 w+ 1 列 中 ( 即 au, = 名 )。 这 样 每 一 行 包 含 线性 方程 组 中 的 每 个 方程 的 系数 。 增 广 
矩阵 表示 为 [4 1 如 ] ,线性 方程 组 可 表示 为 ， 





aa aa 
oa ap ea 

[41B8]=| 2 人 人 | (7) 
CQ | 


方程 组 4X = 如 的 增 广 矩 阵 如 (7) 所 示 , 可 通过 对 增 广 失 阵 [4 1 了 ] 进 行 行 变换 求解 方程 。 
变量 mm 是 系数 的 占 位 符 , 在 计算 结束 之 前 可 以 忽略 。 


定理 3.8 (初等 行 变换 } 对 增 广 和 矩阵 式 (7) 进 行 如 下 的 变换 可 得 到 一 个 等 价 的 线性 方程 组 : 


交换 行 变换 :对 调 上 阵 的 两 行 (8) 
比例 行 变换 : 用 非 零 常数 乘 矩阵 某 一 行 的 所 有 元 素 (9) 
和 替换 行 变 换 : 将 矩阵 的 某 一 行 的 所 有 元 素 乘 一 个 常数 ,再 加 到 另 一 行 对 应 的 元 素 上 去 , 即 ， 

TDWw, = TOw, 一 mp XIowy 〈(10) 





通常 可 利用 式 (10) 将 第 阵 的 一 行 乘 一 个 常数 ,再 减 去 另 一 行 来 芝 换 另 一 行 。 
定义 3.3 ( 主 元 ) ”系数 矩阵 4 中 的 元 素 o" 用 来 消去 ar ,其 中 大 = >+ 1,r+2,…,N, 这 里 称 
ar 为 第 r 个 主 元 (piyotaf elemzent ) ,第 > 行 称 为 主 元 行 (pinot row)。 
下 列 例子 显示 了 如 何 利用 定理 3.8 中 的 变换 ,从 线 人 性 方程 组 4 = 吾 得 到 一 个 等 价 的 上 
三 角 线 性 方程 组 [人 = 了 ,这 里 4 为 x 六 矩阵 。 
例 3.16 周 增 广 纸 阵 表示 下 列 线性 方程 组 ,并 求 等 价 的 上 三 角 线 性 方程 组 和 方程 组 的 解 ; 
2 十 2x2 + 3%3 二 4x4=13 
2xi +0xz+4x3 +3x4 二 28 
471 +2xz +2x3 + xd 二 20 





-3xl+xz+3xs+2x4= 6 


解 : 

增 广 年 阵 为 : 
主 元 > 1 2 1 4|13 
maa =2 2043|28 
Pa =4 4 2 2 引 20 
ma=-3- -3 13 26 
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用 行 1 消 去 列 直 中 对 角 线 下 的 元 素 。 将 行 上 作为 主 元 行 ,元 素 ail = 工作 为 主 元。 用 行 1 
乘 常数 mu ,再 被 行 天 减 ,下 = 2,3,4。 结 果 如 下 : 
1 2 1 4| 13 

主 元 一 0 -4 2 - 引 2 

mm=1l5 |0 -6 -2 -13| -32 

me=-175 0 7 6 14 4 
用 行 2 消去 列 2 中 对 角 线 下 的 元 素 。 将 行 2 作为 主 元 行 ,用 行 2 乘 常数 mia, 再 被 行 大 减 ， 
下 =3,4。 结 果 如 下 : 


1 2 1 4| 13 
0 -4 2 -5 2: 
主 元 -~ |0 0 -5 -7.5|-35 
me=l9L0 0 95 5.25|48.5 
最 后 用 行 3 乘 常数 ma = - 1.9, 再 被 行 4 减 , 结 果 是 上 三 角 线 性 方程 组 的 增 广 矩阵 ,表示 
如 下 : 
1 2 1 4| 13 
0 -4 2 -5 2 
0 0 -5 -7.5| -35 
0 0 0 -9 -18 
用 回 代 法 求解 式 (11) ,可 得 到 ， 


aaa=4， = -1，2=3 


上 述 过 程 称 为 高 斯 消去 法 ,但 必须 对 其 进行 改进 以 适用 于 大 多 数 情 况 。 如 果 au = 0, 则 不 能 使 
用 第 不行 消除 第 大 列 的 元 索 , 而 需要 将 第 行 与 对 角 线 下 的 某 行 进行 交换 ,以 得 到 一 个 非 零 主 元 。 
如 果 不 能 找到 非 零 主 元 , 则 线性 方程 组 的 系数 第 阵 是 奇异 的 ,因此 线性 方程 组 不 存在 惟 -- 解 。 
定理 3.9{( 有 回 代 的 高 斯 消去 法 】 如 果 4 是 Wx N 非 奇 异 矩 阵 , 则 存在 线性 方程 组 rX = 了 
与 线性 方程 组 4 = 吾 等 价 ,这 里 ! 是 上 三 角 矩 阵 , 并 日 央 天 0。 当 构造 出 如 和 了 后 ,可 用 回 
代 法 求解 X = 了 ,并 得 到 方程 组 的 解 式 。 


(1H) 

















证 明 : 首先 将 使 用 带 N + ! 列 矩 阵 互 的 增 广 矩阵 ， 
人 Te 
人 
一 人 1) (1 = 1 一 
1 了) 











然后 将 构造 等 价 的 上 三 角 线 性 方程 组 [区 = 7， 
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人 D 人 D [TO 人 0 人 


QH QI12 QH QIw 天 1 QI 
0 | 
I 殉 =| 0 0 虽 … 史 || 守 |=| oo = 
0 0 0 内 ]e 名 。 
第 一 步 :将 系数 保存 在 增 广 斤 阵 中 。a% 的 上 标 表示 第 一 次 保存 在 位 置 (>,c) 中 的 元 素 ， 

1》 
or 
| 
二 


第 二 步 :如果 有 必要 ,交换 行使 得 eb #0; 然 后 消去 从 行 2 到 行 w 的 x: 。 在 这 个 过 程 中 ， 
ma 是 行 " 减 去 行 1 后 , 行 工 的 倍数 : 


forr = 2: 六 
ma ya 
oo =0; 


forc =2:F+l 
= 
end 
end 
新 的 元 素 表示 为 e2 , 它 表 示 第 二 次 保存 在 矩阵 中 ,位 置 为 ( r,c) 的 元 素 。 执 行 第 二 步 后 
的 结果 为 ; 
人 


《27 加 人 2 | (2 
0 2 9 | 


(2) 2 人 2) 《2) 
0 
2) (人 2) 《2 2 
Da 


第 三 步 :如 果 有 必要 ,将 行 2 与 它 下 面 的 某 行进 行 交 换 , 使 得 c 多 <0; 然 后 消去 行 3 到 行 
久 中 的 mm。 在 这 个 过 程 中 ,mo 是 行 " 减 去 行 2 后 , 行 2 的 倍数 ， 





forr =3: 六 
ma = aa 多 
a2 = 0; 
forc = 3:N+1 
oo -ma o 
end 


end 
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新 的 元 素 表示 为 2 , 它 表 示 第 三 次 保存 在 





的 结果 为 ; 
Fe ae 名 ec 屿 
0 co 呈 哩 
0 0 ao8 
L0 0 ac 中 
第 p+1 步 :这 是 一 般 步骤 。 如 果 有 必要 ,将 第 
0, 然 后 消去 行 了 +1 到 行 Nd 


h ,位 置 为 (>,e) 的 元 素 。 执 行 第 三 步 后 





托 阵 


人 0 | ，0 
a 提 | af 
人 2 


1 人 2] 
| 


2 
03) | ， (3 
3 | G3 w+1 
(3) 
Gy 


行 与 它 下 面 的 某 行进 行 交 换 , 使 得 zt 子 


3) 
你 wAN+3 


的 多。 在 这 个 过 程 中 ,mw 是 行 减 去 行 上 后 , 行 p 的 倍数 : 


六 


人 


mp 


forc=p+lw+1l 


forr = 了 +1: 
mp = 8 
呈 = 0; 
etD 一 
end 
end 
当 行 w 中 的 sw-, 被 消去 后 ,结果 为 
8 
0 哆 哆 
0 0 哩 
0 0 0 
上 三 角 矩 阵 构 造 过 程 执行 完毕 。 


《有 


P, 对 所 有 的 上 有 a 亿 关 0。 因 此 可 利用 回 代 法 
3.4.1 选 主 元 以 避免 eg =0 


如 果 < 多 =0, 则 不 能 使 用 第 p 行 消去 主 对 
2 包头 0 而 且 大 > p, 然 后 交换 行 上 和 行 p, 使 得 
条 件 称 为 选 主 元 策略 。 平 凡 选 了 
果 ag = 0, 寻 找 第 行 下 满足 cf z0 的 全 
元 素 e2) zx0 是 非 零 主 元 。 


3.4.2 选 主 元 以 减少 误差 
由 于 计算 机 使 用 


二 


























人 P) 


(人 
人 


1 (0D 
[ 

人 | (2 
Ga2N | 2wv1 

(| 7 
Q3sw | G3 w+l 
CN 


1 
GAY | @NNW+1 


由 于 4 是 非 奇 蜡 的 ,所 以 当 执 行 完 行 变换 后 的 矩阵 仍 是 非 奇 异 的 。 这 保证 了 在 构造 过 程 


求 哑 = 了 的 解 硅 。 定 理 得 证 。 


角 线 之 下 列 P 的 元 索 。 有 必要 寻找 行 ,满足 
元 非 零 , 这 个 过 程 称 为 选 主 元 ,选择 行 的 判定 





元 策 路 (trivial pivoting stmategy) 是 ,如 果 az0, 不 交换 行 ;如 
一 行 , 设 行 数 为 大 ,然后 交换 行 上 和 行 p。 这 导致 新 


定 精度 计算 ,这 样 在 每 次 算术 计算 中 可 能 引入 微小 的 误差 。 下 面 的 例 


子 显示 在 采用 高 斯 消去 法 求解 线性 方程 组 中 ,使 用 平凡 选 主 元 策略 如 何 导 致 巨大 的 误差 。 
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例 3.17 值 x =xa=1.000 是 如 下 方程 组 的 解 : 
1.133z, +5.281x =6.414 (2) 
24.14xi -1.210x = 22.93 
使 用 4 位 有 效 数 字 精 度 计算 (参见 1.3 节 的 练习 6 和 练习 7) 以 及 采用 平凡 选 主 元 策 
略 的 高 斯 消去 法 ,求解 上 述 线性 方程 组 解 的 近似 值 。 
行 2 减 去 行 1 乘 倍数 mal =24.14/1.133 = 21.31 得 到 上 三 角 线 性 方程 组 。 使 用 4 位 有 效 数 
字 精 度 计算 , 可 得 到 新 的 系数 ， 
a 包 = -1.210-21.31(5.281) = -1.210- 112.5= -113.7 
a 久 = 22. 吧 -21.31(6.414) = 22.93 - 136.7= - 113.8 
计算 后 的 上 三 角 线 性 方程 组 为 : 
1.133x, +5.281x = 6.414 
-113.7z: = - 113.8 
利用 回 代 法 可 得 到 和 = - 113.8/( - 113.7) = 1.001 和 xi = (6.414 - 5.281(1.001))/ 
《1.133) = (6.414- 5.286)/(1.133) = 0.9956。 
线性 方程 组 (12) 解 的 误差 是 由 于 倍数 mn = 21.31 的 值 引起 的 。 在 下 述 例子 中 ,通过 交换 
线性 方程 组 (12) 中 第 1 行 和 第 2 行 来 减少 倍数 的 值 ,然后 利用 平凡 选 主 元 策略 的 高 斯 消去 法 
求解 线性 方程 组 。 
例 3.18 使 用 4 位 有 效 数 字 精 度 计算 和 平凡 选 主 元 策略 的 高 斯 消去 法 ,求解 线性 方程 组 ， 
24.14z -1.210x: = 22.93 
1.133x, + 5.281xa =6.414 











这 次 用 行 2 减 去 行 1 乘 倍数 ma = 1.133/24.14 =0.04693。 新 的 系数 为 : 
a 久 =5.281- 0.04693( - 1.210) = 5.281 + 0.05679 = 5.338 
aa 名 =6.414-0.04693(22.93) =6.414 一 1.076 =5.338 
计算 后 的 上 三 角 线 性 方程 组 为 : 
24.14m -1.210xs =22.93 
5.338x: =5.338 
利用 回 代 法 可 得 到 wa = 5.338/5.338 = 1.000 和 = (22.93 + 1.210(1.000))/(24.14) = 
1.000。 


选 主 元 策略 的 目的 在 于 将 元 素 中 的 最 大 绝对 值 移 到 主 对 角 线 上 ,然后 用 其 消去 列 中 的 炙 
余 元 素 。 如 果 在 列 p 中 存在 多 个 非 堆 元 素 , 则 要 从 中 选择 一 个 进行 行 交 换 。 例 3.18 中 的 偏 序 
选 主 元 策略 (Partial pivoting strategy) 是 最 常用 的 一 个 ,而 且 在 程序 3.2 中 使 用 。 为 了 减少 误差 
的 传播 , 偏 序 选 主 元 策略 首先 检查 位 于 主 对 角 线 或 主 对 角 线 下 列 p 的 所 有 元 素 ,确定 行 上 , 它 
的 元 素 的 绝对 值 最 大 , 即 : 

1ee1= maxilan1;1aoopllaxlylew 有 

然后 如 果 上 > P, 则 交换 行 上 和 行 p。 现 在 ,每 个 倍数 mw 的 绝对 值 ,将 小 于 或 等 于 1,r = + 
1，……%W。 这 样 保证 了 定理 3.9 中 的 矩阵 1 与 初始 系数 矩阵 4 的 对 应 元 素 的 相对 大 小 一 致 。 在 
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偏 序 选 主 元 策略 中 ,通常 选择 更 大 的 主 元 元 素 会 导致 更 小 的 传播 误差 。 

在 3.5 节 中 ,可 以 看 到 求解 wx w 线性 方程 组 总 共 需 要 (4N +9N -7N)/6 次 算术 操作 。 
当 闪 =20. 则 总 的 算术 操作 次 数 为 5910, 在 计算 过 程 中 的 误差 传播 将 导致 错误 的 结果 。 按 比例 
偏 序 选 主 元 (scaled partiai pivoting) 策 略 或 平衡 (equiliprating) 策 略 可 用 来 进一步 减少 误差 传播 。 
在 按 比 例 偏 序 选 主 元 法 中 ,搜索 位 于 主 对 第 线 或 主 对 角 线 下 列 p 的 元 素 ,此 元 素 满足 在 它 所 
在 行 中 , 它 的 绝对 值 相对 最 大 。 首 先 搜索 行 p 到 行 Y 中 的 绝对 值 最 大 的 元 素 , 称 为 ，: 








maxllasilasstlslosi，r=pprDe (13) 
通过 求解 下 式 确 定 行 天: 
本 (4) 
环 的 pt1 Sr 


现在 交换 行 和 行 大 ,除非 p = K。 这 样 世 是 为 了 保证 定理 3.9 中 的 矩阵 zj 与 初始 系数 矩 
阵 4 的 对 应 元 素 的 相对 大 小 一 致 。 


3.4.3 病态 情况 


如 果 存 在 矩阵 召 , 当 和 矩阵 如 和 和 矩阵 4 中 系数 元 素 的 微小 变化 使 得 下 = 4-:B 变化 很 大 , 则 
称 矩 阵 4 为 病态 矩阵 。 如 果 抢 阵 4 为 病态 矩阵 , 则 方程 组 4X = 吾 称 为 病态 方程 组 。 在 这 种 
情况 下 ,计算 解 的 近似 值 的 数值 方法 将 产生 很 大 的 误差。 

当 4 近似 于 奇异 而 且 它 的 行列 式 接近 0 时 ,可 能 发 生病 态 情 况 。 当 两 个 方程 表示 的 直线 
接近 平行 (或 三 个 方程 表示 的 三 个 平面 接近 平行 ) 时 ,它们 组 成 的 方程 组 也 可 能 是 病态 的 。 发 
生病 态 情况 可 能 导致 错误 解 。 例 如 . 设 有 下 面 两 个 方程 ; 

x+27-2.00=0 
2x+37-3.40=0 
将 ze = 1.00 和 加 =0.48 代入 这 些 * 几 乎 等 于 零 ” 的 方程 可 得 到 
1+2(0.48) -2.00=1.96-2.00= -0.04<0 
2+3(0.48) -3.40=3.44-3.40= 0.04=0 

这 里 结果 与 0 的 偏差 只 有 + 0.04。 而 线性 方程 组 解 的 真实 值 为 *= 0.8 和 =0.6, 因 此 近 
似 值 解 的 误差 为 *- zx =6.80-~1.00= -0.20 和 7y-Jo=0.60-0.48=0.12。 所 以 仅仅 将 值 代 
人 方程 组 中 不 是 很 可 靠 的 测试 方法 。 图 3.4 中 的 攻 形 区 间 员 表示 “几乎 满足 " 式 (15) 中 的 方程 
的 近似 值 集合 : 





《15) 























及 =|x,y):1z+27y-2.001<0.1 且 12x+37-3.401<0.21 


在 区 间 如 中 某 些 点 远离 解 (0.8,0.6) ,但 代入 式 (15) 中 的 方程 后 ,得 到 的 值 很 小 。 如 果 怀 
疑 一 个 线性 方程 组 是 病态 的 , 则 应 该 用 多 精度 算术 计算 。 有 兴趣 的 读者 可 研究 有 关 和 矩阵 的 条 
件数 的 主题 ,可 得 到 这 方面 的 更 多 信息 。 

当 包含 多 个 方程 时 ,病态 情况 可 能 使 结果 变化 很 大 。 设 求解 三 次 多 项 式 y = cz + ca2 
+ ax#+ es 它 经 过 四 个 点 (2,8),(3,27),(4,64),(5,125)( 很 明显 ,y = 妇 是 要 找 的 三 次 多 项 
式 )。 在 第 5 章 , 将 介绍 最 小 二 乘法 。 利 用 最 小 二 乘法 寻找 系数 时 需要 求解 如 下 线性 方程 组 ， 
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13| 
| 、2zrr39-3.4 

08| (0.8.0.6) 

0.46| 

0.4 

0 x+22 

0 05 10 15 207 


图 3.4 两 个 方程 都 " 儿 乎 满足 "的 区 域 


205I4 4424 978 224] 「e1T20514] 

4424 9%8 224 有 3| |e| 4424 

9%8 224 54 地 | 978 

24 5 绚 14 4 -ce4 224- 

使 用 一 个 精度 有 9 位 有 效 数字 的 计算 机 计算 系数 可 得 : 
cl =1.000004， cs = - 0.000038， c = 0.000126， c = -0.000131 

尽管 计算 结果 接近 真实 值 "= 1,e: = c = cs = 0, 但 可 看 出 结果 中 很 容易 产生 误差 。 如 果 

将 上 三 角 矩 阵 中 的 系数 cl = 20 514 改 为 cu = 20 515, 并 求解 这 个 被 扰动 的 方程 组 。 使 

用 同样 的 计算 机 ,计算 的 结果 为 ， 
cl=0.642857， cs = 3.75000， cs = - 12.3928 和 ck = 12.7500 

这 个 答案 的 意义 不 大 ,病态 情况 不 易 被 检查 出 。 如 果 轻 微 扰 动 方程 组 的 系数 ,使 得 结果 改 

变 很 大 , 则 可 认为 线性 方程 组 为 病态 线性 方程 组 。 通 常 在 高 级 数值 分 析 教 材 中 详细 介绍 了 与 

此 相关 的 灵敏 度 分 析 。 


3.4.4 MATLAB 


在 程序 3.2 中 ,MATLAB 语句 [A B] 用 来 构造 线性 方程 组 4E = 吾 的 增 广 矩阵 ,max 命令 用 于 
偏 序 选 主 元 策略 中 的 主 元 选择 。 一 旦 得 到 等 价 的 上 三 角 和 矩阵 [51Z] ,将 它 分 成 避 和 了 ,程序 3.1 
用 来 执行 回 代 法 (backsub(U,Y))。 在 下 面 的 例子 中 显示 了 对 这 些 过 程 和 命令 的 使 用 情况 。 


例 3.19 (〈a) 使 用 MATLAB 构造 例 3.16 中 的 增 广 纸 阵 ;(b) 使 用 max 命令 求 系数 短 阵 入 列 1 
中 绝对 值 最 大 的 元 素 i(c) 将 式 (11) 中 的 增 广 矩 降 分 解 成 系数 矩阵 D 和 常数 答 阵 
了 ,形成 上 三 角 线 性 方程 组 [ 底 = 了。 


(a) 构造 增 广 短 阵 为 : 


>>h=-[121432043i42215-3132]; 
> > B=[13 28 206]， 
> > aug=[&AB] 
Aug = 
121413 
204328 
422120 
-31326 
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(b) 在 下 面 的 MATLAB 显示 中 ,aa 是 矩阵 入 的 第 一 列 1 中 绝对 值 最 大 的 元 素 ,j 是 行 数 : 


> > [a,j] = maxfabs(a(1:4,1))| 


《ce) 设 Augup = [ IID] 是 (11) 中 的 上 三 角 和 矩阵 。 则 有 : 


> > augup=[121413;0 -42 -52;00 -5 -7.5 -35000 -918]; 
> > U= Rugup(1:4,1:4) 


0U=- 
1.0000 2.0000 1.0000 4.0000 
0 -4.0000 2.0000 -5.0000 
0 @ -5.0000 -7.5000 
0 0 0 -9.0000 
> > YY=aAugup(1:4,5) 
Y= 
-3 
2 
-35 
-18 





程序 3.2 (上 三 角 变 换 和 回 代 过 程 ) 为 构造 4X = 召 的 解 ,首先 将 增 广 矩 阵 [4 1 吾 ] 变 
换 成 上 三 角 和 矩阵 ,再 执行 回 代 过 程 





function X = Uptrbk(R,B) 
多 Input - aisanKNxNnonsingular matrix 
多 - Bisan 了 xXx1Lmatrix 
% Output - X is an xl matrix containing the solution ko MX=B， 
$ Initialize X and the emporary Storage matrix C 
[NN]= size(a) 
X= zeros(N,1)5 
C= zerosf1, 人 +1)5 
$ Form the augmented amtrix;Rug= [1B] 
Pug=[RB]; 
for p=1:N-1 
Partial pzvoting for column P 
[Y, 宁 = max(abs(Aug(p:N,p))); 
外 Interchange row P and j 
C= mug(p,:) 
aug(p,:)=aug(j+p-1,:)3 
aug(j+p-1,9)=Ci 
计 Rug(p,p)== 
"Awas singular. Wo unigue solution” 
break 
Pndl 
名 El]imination process for colurn P 
for xx=Pp+1:N 
ms= Bug(k:p)Mangtp,p); 
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Ruag(k,p:+1)= aag(k,p:N+1) -mxaung(Pp:+1)3 
enad 
end 
$ Bacx Substitutiocn on [UlY] using PRegram 3.1 
X= backsub(aug(1:N,1:N) ,aug(1:NN+1))3 


3.4.5 高 斯 消去 法 和 选 主 元 的 练习 


在 练习 1 到 练习 4 中 ,证 明 线性 方程 组 4 = 吾 等 价 于 上 三 角 线 性 方程 组 [ 克 = 了 ,并 求解 
方程 组 。 


1， 2xl +4xzz 一 6x3s= -4 2x51 +4x2 -6x3a = 一 4 
x+3Sxz+3x = 10 3z+6xas = IT2 
XI+3xo+2x3= 和 3xs= 3 

2. xi1+X2+6x= 了 Xil+ 委 TGxs= 了 
一 XU+2xa +953 一 3xa+15z = 9 
2 -2xs+3x3 = 10 12xs = 12 

3， 2xzi -2xzo+Sxz= 6 2z -2m+5t= 6 
2xzf+3 妇 十 友 二 13 5z -4xs = 了 
一 it+4xa-4x3= 3 0.9xs =1.8 

4， -5xi+2xa -xz 一 一 上 -5Sxu+2x2 -ws 一 1 
Xi +Oxz+35 = 0D.4xz +2.8x5 =4.8 
3xzi+xz2+6xs= 17 -1l0xs = -10 


5. 求解 抛物 线 y = 4 + Bx + Co 的 参数 ,抛物 线 经 过 点 (1,4),(2,7) 和 (3,14)。 

6. 求解 抛物 线 7 = 4 + Bx + Cr 的 参数 ,抛物 线 经 过 点 (1,6) ,(2,5),(3,2)。 

7. 求解 三 次 曲线 y = 4 + 到 + Cx2 + Dr 的 参数 ,三 次 曲线 经 过 点 (0,0),(1,1),(2,2)， 
(3,2)。 

在 练习 8 到 练习 10 中 ,证明 线 性 方程 组 4X = 至 与 上 三 角 线 性 方程 组 r 殉 =- 了 等 价 ,并 求 

解 方程 组 : 





8.、 4xi+8xs+4x+0x = 8 4xl +8xzs +4x +0Oxm = 8 
XI+Sxz +4x3 一 3x4= 一 4 3xz +3x3 -3x4 = -6 
x+4xz+7xs+2xr= 1I0 4xs +4x4 = 12 
xl1+3xa+0xs -2x4= ~4 Mi= 2 

9. 2x+4zrs -4xs +0xi= 12 2x +4xza -4x3 +0x = 12 
x+Sxa-3r-3x= 18 3xz -3 -3x= 12 
2x1+3xz+z+3x= 8 423 +2xz = 0 
XU+4xz 一 2r+2x= 8 3x4= -6 

10. 2 +2xz+0xs -24 9 XI 十 2xa +0x3 - x4 二 9 ， 
2x+3xz -+Ox= 9 --%a-xa+2x = -9 


0x +4xza +2x3 -5zi = 26 -2x+3x= -10 
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Sxi +5xa+2x3 -4x4 = 32 1.Sxs= -3 
11. 求解 下 列 线 性 方程 组 ， 
1 十 232 = 了 
2x1 + 3xa 一 23 = 9 
4xa +2323 +3x4 = 10 
2x3 -4x4 = 12 
12. 求解 下 列 线性 方程 组 : 
姑 ] 十 2 = 5 
2x 一 %a 十 Sx3 = -9 
3xa -4x3 +2x4 = 19 
2x3 -6xz4= 2 


13. Rockmore 公司 考虑 购买 一 台新 的 计算 机 ,或 者 是 DoGood 174, 或 者 是 Mightmo 11。 公 司 
通过 求解 下 列 线性 方程 组 ,以 测试 计算 机 的 能 力 ; 
34x+557-21=0 
55r+89y-34=0 
DoGood 174 计算 机 的 结果 为 x= -0.11 和 y= 0.45, 将 它们 代 人 方程 组 进行 精确 性 检 
查 得 到 : 
34( -0.11) + 55(0.45) -21 = 0.01 
55( - 0.110) + 89(0.45) -34= 0.00 
MightDo 11 计算 机 的 结果 是 x = -0.99 和 y = 1.01, 将 它们 代 人 方程 组 进行 精确 性 检 
查 得 到 ， 
34( -0.99) + 55(1.0D) -21 = 0.89 
55(- 0.9) +89(1.01) -34=1.44 
娜 一 台 计 算 机 的 答案 更 好 ? 为 什么 ? 
14,. 利用 (i 偏 序 选 主 元 策略 的 高 斯 消去 法 和 (这 按 比 例 仿 序 选 主 元 策略 的 高 斯 消去 法 , 求 
解 下 列 线性 方程 组 ， 








(2xr- 3o+ 10m=1 (mi+20o- 四 +000lz=0 
2+ 10x -0.001x; =0 2xi- 5za+ 30x- 0.1zy=1 
3xi -100x + 0.01x =0 5+ 如-100m- 10x=0 


2x -100xz -xs + X4=0 
15. Hilber 矩阵 是 一 个 典型 的 病态 矩阵 ,如 果 对 它 的 系数 进行 微小 扰动 ,可 对 线性 方程 组 
的 解 产 生 极 大 的 改变 。 
(a) 用 4x4 阶 Hilber 抢 阵 求解 4 = 召 的 精确 解 (用 分 数 表示 所 有 的 元 素 并 进行 精 
确 计算 ) : 
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1 工 1 
1 二 末 下 
1 1 1 
本 23 4 5 B-|0 
1 | 
本 45 5 0 
工 工 工 工 
45 6 7 了 
(p) 使 用 精度 为 4 位 有 效 数字 的 算术 计算 求解 4AXK = 甩 ; 
1.0000 0.5000 0.3333 0.2500 
0.5| 0.3333 0.2500 0.2000 
4=| 000 ， 吾 = 


0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 
0.2500 0.2000 0.1667 0.1429， 
注意 : (b) 中 的 系数 矩阵 是 (a) 中 系数 矩阵 的 近似 值 。 


3.4.6 算法 和 程序 


1. 许多 科学 应 用 包含 的 抵 阵 带 有 很 多 替 。 在 实际 情况 中 有 如 下 形式 的 重要 三 角形 线性 
方程 组 (参见 练习 11 和 练习 12) : 


局 口 口 一 








本 2 十 Pit2 = 全 
CI XI 十 Gaxa 十 CoM3 = 史 
Ga Ya 十 d3 X3 十 53X4 一 有 


an-axn-zd+ Gyw-i%n-i+cw-tw= an 
Gw-1Xw-1+ dxn = By 
构造 一 个 程序 求解 三 角形 线性 方程 组 。 可 假定 不 需要 行 变换 ,而 且 可 用 第 人 上行 消去 
第 #+1 行 的 入。 

2. 使 用 程序 3.2, 求 6 次 多 项 式 y= al + eax + 四 好 + ea2a + ai 丸 +ooo+a 凤 的 系数 ， 
它 经 过 点 (0,1),(1,3),(2,2),(3,1),(4,3),(5,2),(6,1)。 使 用 plot 命令 画 出 多 项 式 
和 上 面 所 给 定 的 经 过 点 ,并 解释 图 中 的 偏差 。 

3. 使 用 程序 3.2 求 解 线性 方程 组 4 = 瑟 , 其 中 生 = [ay]wswyoy= :而 且 吾 = [有 wu， 

其 中 b = 而且 如 = ( 癌 -TDAi-1D 或 iz2。 设 让 =3,7,11, 精 确 解 为 X=[l 1 

-…… 1 1]。 解 释 计 算 结果 与 精确 解 的 偏差 。 

构造 一 个 程序 ,将 程序 3.2 中 的 偏 序 选 主 元 策略 改 成 按 比例 偏 序 选 主 元 策略 。 

使 用 问题 4 中 构造 的 按 比 例 偏 序 选 主 元 策略 程序 ,求解 问题 3 中 N = 11 的 线性 方程 

组 。 解 释 计 算 结果 为 何 比 问题 3 的 计算 结果 好 。 

6. 修改 程序 3.2, 使 得 它 能 有 效 地 求解 具有 相同 系数 答 阵 4 但 常数 矩阵 如 不 同 的 1 线性 
方程 组 集合 。 线性 方程 组 集合 如 下 所 未 ; 








下 





ww 
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448 = 吾 ， 448 = 盏 ，…，4Xr= 吾 v 
7. 下 面 的 问题 虽然 是 针对 3 x 3 阶 抢 阵 , 但 其 概念 可 用 于 六 x 六 阶 和 矩阵 。 如 果 和 矩阵 4 非 
奇异 , 则 4 存在, 而且 44 = T。 设 Cl,Ca,C: 是 4 的 列 ,而 已, 至 ,B 是 工 的 
列 。 方 程 44 -= 了 工 可 表示 为 : 
4-C， C， Cj=[ 忆 ， 百 。 古 ] 
则 上 式 等 价 于 三 个 线性 方程 组 : 
4C, = 五 ， 4C: = 玖 和 4C: = 五 
这 样 求 4 等 价 于 求解 三 个 线性 方程 组 。 
使 用 程序 3.2 或 问题 6 中 的 程序 求解 下 面 每 个 矩阵 的 送 。 通 过 计算 44 -: 和 使 用 命令 
inv(A) 检 查 答案 ,并 解释 可 能 的 差异 ， 








16 -120 240 -140 

2 0 1 -120 120 -2700 1680 
(人 3 25 加 | 2 -zzxo0 680 -4200 
-140 1680 -4200 2800 


1 -1 0 


3.5 三 角 分 解法 


在 3.3 节 中 ,可 以 看 到 求解 上 三 角 线 任 方程 组 很 容易 。 现 在 介绍 将 给 定 矩 阵 4 分 解 成 下 
三 角 矩 阵 工 和 上 三 角 矩 阵 忆 的 乘积 的 概念 。 这 里 下 三 角 和 矩阵 工 的 主 对 角 线 为 1, 上 三 角 卸 阵 
避 的 对 角 线 元 素 非 零 。 为 了 便于 表示 ,这 里 主要 使 用 4x4 阶 和 抢 阵 表达 各 种 概念 ,但 这 些 概念 
也 可 用 于 任意 Nx 六 阶 和 矩阵 。 


定义 3.4 如 果 非 奇异 矩阵 4 可 表示 为 下 三 角 和 矩阵 工 和 上 三 角 矩阵 尽 的 乘积 : 














4 = 了 了 《1) 
则 4 存在 一 个 三 角 分 解 。 
用 和 矩阵 形式 可 表示 为 ， 
al on aa an 1 0 0 oa ao op 加 
Ga ap am Ga ma 1 0 00 mm 四 mo 
mo op mm 1 oo oo 
1 


4 04 G0  G4 有 4 了 和 


矩阵 4 非 奇 异 的 条 件 为 对 所 有 上 # 有 uu 关 0。 工 中 元 素 表示 为 mw 。 后 面 将 解释 选择 mu 而 
不 是 为 的 原因 。 


3.5.1 线性 方程 组 的 解 


设 线性 方程 组 4X = 百 的 系数 邱 阵 4 存在 三 角 分 解 式 (1) , 则 线 任 方程 组 可 表示 为 ， 
了 1 = 如 (2) 
而 方程 组 的 解 可 通过 定义 了 = 7X 并 求解 下 面 的 两 个 方程 组 得 到 。 
首先 对 方程 组 5 了 = 如 求解 了 ;然后 对 方程 组 FX = 了 求解 下 (3) 
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必须 首先 求解 下 三 角 线 性 方程 组 : 


和 = 妃 
Pa 二 O = 有 2 网 
ai + Payz+ 的 = 加 


7 十 oya + me 二 344 
得 到 ,ya ,7 ,ys。 然后 使 用 它们 求解 上 三 角 线 性 方程 组 ; 
Mn Xi 二 EX2 十 M3N3 十 下 54 二 1 


22 2 + 23 X3 十 是 2434 二 2 


(3) 
3 3 十 334 二 3 
4 24 二 Ja 
例 3.20 求解 : 
xi+ 2xz+ 4x3+ xx4 二 21 
3xi1+ 8xa+ 6x3 二 4z4 二 52 
3xt+l0xs + 8x3 +8xs =79 
4xi + 12xa + 10x3 +6x4 = 82 
解 : 
利用 三 角 分 解法 和 如 下 等 式 , 可 得 ， 
1 2 4 1000T1 2 4 
2 8 6 4 2100I04 -2 2 
和 = = = 了 工 D 
3 10 8 8 3110I00 -2 3 
4 12 10 6 4121 -00 0 -6 
使 用 前 向 替 接 法 求解 ZY = 吾 : 
入 =21 
2 的 的 (@) 
37 + 轨 + =79 


47+ 思 +27 + =82 
得 到 值 yy = 21, 和 > =52 -2(21) =10,” =79-3(20) -10=6,y =82-4(21) -10-2(6) = 
-24, 或 表示 为 了 = [21 10 6 -24]'。 接 下 来 将 方程 组 了 = 了 表示 为 ; 
2X1 十 2x2z 十 dx 二 w4 = 2 
4xa ~2xs +2x = 1 
-2x+3x= 6 
-6x4 = -24 
现在 利用 回 代 法 可 得 到 值 mm = -24/(~6) =4,m= (6-3(4))M(-2)=3,z=(I0-2(04) 
+2(3))/4=2,21=21-4-4(3)-2(2) =1, 或 表示 为 下 =[1 2 3 4]'。 


(7) 


3.5.2 三 角 分 解法 


现在 讨论 如 何 得 到 矩阵 的 三 角 分 解 。 当 使 用 高 斯 消去 法 时 ,如果 行 交 换 变换 不 是 必须 的 ， 
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则 倍数 m 是 工 中 的 子 对 角 线 元 素 。 
例 3.21 使 用 高 斯 消去 法 构造 下 列 矩 阵 的 三 角 分 解 : 


4 3 -1 
4-| -: -4 
1 2 4 

解 : 


通过 将 单位 短 阵 了 放 在 4 的 左边 来 构造 红 阵 三。 对 每 个 用 来 构造 上 三 角 答 阵 行 变换 ,将 
倍数 my 放 在 左边 的 对 应 位 置 。 初 始 给 陈 为 : 


1 0 0 4 3 =-1 
人 1 0|j -2 -4 5 
001 王 2 6 


用 行 1 消去 短 阵 4 的 列 1 中 an 下 面 的 元 素 。 行 2 和 行 3 分 别 减 去 行 1 乘 倍数 ma = - 
0.5 和 ma =0.25。 将 倍数 放 到 矩阵 的 左边 相应 位 置 ,结果 为 ; 


1 0 0 3 -1 

-0.5 1 [ -2.5 4 

0.25 0 1 -0 1.25 6.25 

用 行 2 消去 列 2 中 对 角 线 下 的 元 素 。 行 3 减 去 行 2 乘 倍数 ma = - 0.5, 再 将 倍数 放 入 矩 
阵 志 边 , 则 可 得 到 开 阵 4 的 三 角 分 解 : 


于 0 0]T4 3 -1 
-0.5 1 0||0 -2.5 4.5 (8) 
0.25 -0.5 1 -0 0 8.5 


定理 3.10(A= LU 的 直接 分 解 ,无 行 交换 变换 ) 设 无 行 交 换 变 换 的 高 斯 消去 法 可 求解 一 般 线 
性 方程 组 4X = 吾 , 则 邱 阵 4 可 分 解 为 一 个 下 三 角 和 矩阵 工 和 一 个 上 三 角 矩 阵 了 的 乘积 : 
4= 了 1 
而 且 工 的 对 角 线 元 素 为 1, ! 的 对 角 线 元 素 非 零 。 得 到 志和 书后 ,可 通过 如 下 步骤 得 到 不 ， 
1. 利用 前 向 替换 法 对 方程 组 FF= 吾 求 解 了 
2, 利用 回 代 法 对 方程 组 [以 = 了 求解 己 


证 明 ; 当 执行 高 斯 消去 过 程 , 并 将 下 存 人 增 广 矩 阵 中 ( 增 广 矩 阵 有 N + 1 列 ) 时 ,上 三 角 分 
解 处 理 后 的 结果 是 等 价 的 上 三 角 线 性 方程 组 FX = 了 。 和 矩阵 工 ,也 ,3B, 了 有 如 下 形式 ， 





用 = 





友 = 








1 0 0 0 ay 

mm 1 0 0 人 
-| mm ma 1 … 0|，B-| oo 

了 NI Pa 了 于 《mW 


ww+1 
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1 上 人 1) 
ee aid 
2) 2 1 人 2》 2 
0 2w11 
二 3) 
了 =| 0 0 o 抱 最 |， 了 =| an 
是 《) 
0 0 0 … 由 RNv1 


注 : 如 果 只 寻找 工 和 性 ,可 不 需要 增 广 矩 阵 的 第 Y+1 列 。 
第 1 步 :将 系数 存 人 增 广 抵 阵 。a'%) 的 上 标 表示 位 于 矩阵 (r,e) 处 的 值 是 第 一 次 存放 的 : 


0 0 .wo0D| etD 


an CD GD BY | GT84+ 
1 人) 人 0 0 | at 
aoD 02 ”28 | +l 
人 1) CD) 《0D CD | at 
6 92 03 ”gay 93nw+l 
(CD) 人 D 0D 1 | ofD 
QI GMA GENRAN+I 


第 2 步 :消去 行 2 到 行 w 中 的 x, ,并 将 用 于 消去 行 > 中 的 ” 的 俏 数 m 存 人 矩阵 (r,1) 
处 : 
for r=2: 六 
me 
Gol 二 Perl3 
forc=2: 六 +l 


aa = em 


一 my ale 
end 
end 


新 的 元 素 写成 <2 ,表示 在 矩阵 中 的 位 置 (r,e) 处 第 二 次 存放 的 值 。 执 行 步 卫 2 后 的 结果 
为 : 


人 10) 人 人 口 | 0 
GD 








人 11 G1H CGIN | GIwY+1 
ma 
ma 
mm 6 妃 o 辐 网 |e 品 。 
第 3 步 :消去 行 3 到 行 w 中 的 坊 ,并 将 用 于 消去 行 " 中 x 的 倍数 m* 存 人 和 抢 阵 (r,2) 处 ， 
for r=3:A 
ma = ea 包 1a2 3 
aa = moi 
forc=3:N+l 


必 2) 。 


一 ma Gar 了 





位 
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新 的 元 素 写 成 c2 ,表示 在 矩阵 中 的 位 置 (",c) 处 第 三 次 存放 的 值 。 执 行 步骤 3 后 的 结果 


上 了 区 《CD) 
oa 
2 3 人 | 人 
Pa 
3 3 (3 
ma ma 和 
国 .| 


PR 于 有 Ri ENA+1 


第 P+1 步 :这 是 一 般 步 又 。 消 去 行 p+ 1 到 行 六 中 的 入 ,并 将 用 于 消去 行 " 中 的 mm 的 倍 
数 存 人 矩阵 (r,p) 处 ， 





forr=p+l:N 
一 apDjacn ， 
me = ay/ao 
Ga 二 Po 


forc=p+l:N+1l 





Da 

end 

end 

将 行 六 中 的 xw-: 消 去 后 得 到 的 最 终结 果 是 : 

ao 
pa 
oa ma 
mm mm mm 


上 三 角 处 理 过 程 执行 完毕 。 机 注意 只 使 用 了 一 个 数组 保存 工 和 辟 中 的 元 素 。 中 的 对 
角 线 元 素 1 没有 保存 ,而 且 工 中 位 于 对 角 线 上 的 元 素 0 和 中 位 于 对 角 线 下 的 元 素 0 也 没有 
保存 。 只 有 用 来 重 构 工 和 忌 的 系数 元 素 才 被 保存 。 

现在 验证 ZE =4。 设 九 = ZI ,而 且 当 <c 时 ,4 表示 为 : 








丰 =maay+miae 和 + 和 +mriecibD 二 ee 《9) 
使 用 步 酸 1 到 步 又 P+ 1 = r 中 的 替换 方程 ,可 得 到 如 下 替换 ， 
mo -ae ， 
加 =， 0 
几 
将 式 (10) 中 的 表达 式 代 人 式 (9) 中 ,可 得 到 : 
二 =om -ago+roo age aoyaoa0 


对 于 其 他 情况 , 即 > > e 时 ,可 进行 类 似 的 证 明 。 
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3.5.3 计算 复杂 性 


高 斯 消去 法 和 三 角 分 解法 的 三 角 化 过 程 是 一 样 的 。 如 果 观 察 定理 3.]0 中 增 广 先 阵 的 前 
入 列 , 则 可 得 出 方法 的 计算 次 数 。 

第 p+1 步 的 外 层 循环 需要 w-p= N-(p+1)+1 次 除法 来 得 到 倍数 m。。 而 在 循环 内 ， 
对 前 六 列 ,需要 (N- P)(W- 忆 次 乘法 和 相同 次 数 的 减法 来 得 到 新 的 行 元 素 e& ?0 。 这 个 过 
程 对 P=1,2,………,W- 1 都 要 执行 。 这 样 4 = ZU 的 三 角 分 解 部 分 需要 : 





所 有 -N 

ZiCR-PN-P+D = 一 次 乘法 和 除法 (GD 
以 及 ， 

YNw -PCN 站 - 2 次 减法 (D2) 


通过 利用 下 列 求 和 公式 可 得 到 式 (11) 
疡 4 5 和 侣 = 5 


使 用 变量 上 = N - p 重 写 式 (11) 可 得 ， 
>ONw-pN-p+D= >(N-p)+ 闷 (N-P 


= YE+ 史记 


_LNW-DN CNY-DONCON-1) 
= 2 + 6 





到 -六 
-3 

当 得 到 4 = ZD 的 三 角 分 解 后 , 接 下 来 求解 下 三 角 线性 方程 组 FF = 中 将 需要 0+ 1+ …+ 
AN-1=(Y -AW)/2 次 乘法 和 减法 ,但 不 需要 除法 ,因为 工 的 对 角 元 素 为 1。 然 后 求解 上 三 角 
线性 方程 组 [X = 了 需要 1+2+…+ 六 = (及 + W)/2 次 乘法 和 除法 ,还 需要 (MP - N)/2 次 减 
法 。 这 样 求解 CEX = 刀 需 要 : 

驴 次 乘法 与 除法 ,以 及 ~- 玉 次 减法 

可 以 着 到 整个 求解 过 程 中 三 角 分 解 部 分 占 了 主要 的 计算 量 。 如 果 对 线 件 方 程 组 求解 多 
次 ,而 每 次 的 线 件 方 程 组 的 系数 矩阵 4 相同 , 列 矩阵 如 不 同 , 则 如 果 保 存 了 三 角 分 解 因 子 , 就 
没有 必要 每 次 进行 三 角 分 解 了 。 这 也 是 通常 选用 三 角 分 解法 而 不 是 消去 法 的 原因 。 然 而 如 果 
只 求解 一 个 线性 方程 组 , 则 除了 三 角 分 解法 要 保存 倍数 外 ,两 个 方法 是 一 样 的 。 


3.5.4 置换 矩阵 


定理 3.10 中 4 = Z 的 三 角 分 解 假设 不 存在 行 交 换 。 这 可 能 使 得 一 个 非 奇 异 矩阵 4 不 
能 直接 分 解 为 4 = LD。 


例 3.22 证 明 下 列 给 阵 不 能 直接 分 解 为 人 = EU; 
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12 6 
| 4 8 -1 
-23 5 
证 明 : 
设 4 存在 一 个 直接 了 LU 分 解 , 则 : 


1 2 后 1 0 Da aa ma 
| 4 8 上 中 中 了 = (13) 
-23 5 1Lnmr ma Lo 0 由 
趟 (13) 中 右边 的 给 阵 工 和 也 相 乘 并 与 对 应 的 短 阵 肯 中 的 元 素 进行 比较 。 在 列 1 中 ,1= 
an 然后 ,4= malui = ma 最 后 , -2= maluil= mal。 在 列 2 中 ,2=1an, 然 后 ,8= maam 
= (4)(2) + uz ,这 表示 um =0, 最 后 ,3= ma t+ maazza=(-2)(2)+ mo(0) = -4, 这 里 
产生 了 了 矛盾。 所 以 及 没有 一 个 ZL 分 解 。 
前 闪 个 正 整数 1,2,…, 的 一 个 置换 是 这 些 数 的 一 个 确定 顺序 的 排列 所 ,总 ，…, 避 。 例 
如 ,1,4,2,3,5 是 5 个 整数 1,2,3,4,5 的 一 个 置换 。 
在 下 面 的 定义 中 将 使 用 标准 基 向 量 玉 = [0 0... 0 1, 0...0] ,=1,2,…,N。 


定义 3.5 一 个 xA 置 换 矩 阵 己 是 一 个 在 每 一 行 和 每 一 列 只 有 一 个 元 素 为 1, 而 其 他 元 素 
为 0 的 矩阵 。 的 行 是 单位 矩阵 行 的 置换 ,可 表示 为 : 








下 = [本 和 吾 和 o… (14) 
三 = [到 ] 的 元 素 有 如 下 形式 ; 
-了 了 = 入 
产 “ to 其 他 情况 

例如 ,下 列 4x4 和 矩阵 是 一 个 署 换 矩阵 ， 

0100 
王 = 9 0 0 ” =[ 有 8 豆 ， 瑟 ， 百 3] (15) 

0010 


定理 3.11 设 忆 =[Bu Bo … Buw]' 是 一 个 置换 矩阵 。P4 是 一 个 新 的 矩阵 , 它 的 行 
是 将 4 中 的 行 按 行 占 4 , 行 六 4,…, 行 id 调整 顺序 后 形成 的 。 


例 3.23 设 妈 为 4x4 矩 阵 , 严 为 式 (15) 中 的 置换 抵 阵 , 则 Ph 答 阵 中 的 行 是 将 上 中 的 行 调整 
顺序 后 形成 的 ,顺序 为 第 1,2,3,4 行 对 应 于 中 的 第 2,1,4,3 行 。 





解 ， 

通过 计算 趣 阵 乘积 ,可 得 ; 
0100Te ar as an aa GDP oa aa 
100 0 az aa ax Cn 9 25 QU 
000 1|a az ca aa 一 2 Go 0 G44 
001 0 ai em Ga6 aa aa oj 3 Ca4 
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定理 3.12 ”如果 4 是 非 奇异 矩阵 , 则 存在 一 个 置换 矩阵 P, 使 得 吕 8 存在 三 角 分 解 ; 
本 = z (416) 
定理 的 证 明 可 参见 高 等 线性 代数 教材 。 
例 3.24 如 果 将 鲍 3.22 中 给 阵 的 行 2 和 行 3 进 行 互 挽 , 则 得 到 的 4 有 一 个 三 角 分 解 。 


互 换行 2 和 行 3 的 置换 给 阵 为 严 = [至 ， 配 吾 :]'。 计 工 而 的 冬 积 可 得 : 


1 0 0 1 2 6 1 2 6 
4=|0 0 中 48 -ll=| -2 3 5 
0 1 0 --2 3 5 48 -1 


现在 利用 不 带 行 交换 的 高 斯 消去 法 可 得 : 


ma = 4 
从 行 2 和 列 3 中 消去 六 后 ,可 得 : 
1 2 厂 
ak 了 吕 = 开 
ma=0L0 0 
3.5.5 扩展 高 斯 消去 过 程 
下 面 的 定理 是 定理 3.10 的 扩展 , 它 包含 对 行 交 换 的 处 理 。 这 样 三 角 分 解法 可 用 于 任何 4 
是 非 奇异 矩阵 的 线性 方程 组 4X = 至 。 


定理 3.14 ( 非 直接 分 解 :P4 = ZLD) 设 4 是 一 Nxw 和 失 阵 ,假设 高 斯 消去 法 可 求解 经 过 行 
变换 的 一 般 线性 方程 组 4X = 下 。 则 存在 一 个 置换 矩阵 已, 使 得 EM 可 分 解 为 一 个 下 三 角 矩 阵 
世 和 一 个 上 三 角 和 矩阵 7; 





P4 = II7 
而 且 可 构造 工 的 主 对 角 线 元 素 为 1, Z 的 主 对 角 线 元 素 非 零 。 可 用 如 下 4 步 求 出 下: 
1. 构造 矩阵 莹 ,也 , 忆 
2. 计算 列 向 量 要 
3, 用 前 向 替换 法 对 方程 组 Z7 = Z9 求解 了 
4. 用 回 代 法 对 方程 组 7X = 了 求解 天 


注 : 如 果 要 求解 多 个 方程 组 4 = 吾 , 其 中 矩阵 4 固定 ,而 列 矩 阵 如 可 变 。 则 步骤 1 只 需 
要 执行 一 次 , 步 又 2 到 步骤 4 根据 不 同 的 吾 求解 筷 。 求 解 下 的 步骤 2 到 步骤 4 的 计算 效率 很 
高 ,需要 O(N) 次 操作 ,而 高 斯 消去 法 需要 0O( Nm ) 次 操作 。 


3.5.6 MATLAB 


MATIAB 命令 [L,U,P] = lu(A) 可 得 到 下 三 角 拭 阵 三 和 上 三 角 和 矩阵 避 ( 通 过 对 4 进行 三 角 
分 解 ) ,以 及 定理 3.14 中 的 置换 矩阵 P。 
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例 3.25 对 练习 3.22 中 的 婚 阵 4 使 用 MATLAB 命令 [L,U,P] = lu(A)。 验 证 入 = 已- ED( 即 
证 明 4 = 7): 
>>a=[126;548 -1 -23 -5j; 
> >[L,U,P]= lu(a) 


1.0000 0 0 

-0.5000 1.0000 0 

0.2500 0 1.0000 
U= 

4.0000 8.0000 -1.0000 

0 7.0000 4.5000 

日 0 6,.2500 
P= 

010 

001 

100 


> > inv(E)<TL#U 
1 2 6 
4 8 -1 
-23 5 
正如 前 面 所 指出 的 ,研究 人 员 经 常 使 用 的 是 三 角 分 解法 而 不 是 消去 法 。 在 MATLAB 中 的 
inv(A) 和 det(A) 也 利用 三 角 分 解法 。 例 如 ,根据 线性 代数 的 理论 ,可 知道 非 奇 异 矩 阵 4 的 行 
列 式 等 于 ( - 1)* detD ,这 里 的 芒 是 撼 阵 4 三 角 分 解 产生 的 上 三 角 矩 阵 ,而 g 是 从 单位 矩阵 子 
得 到 忆 所 交换 的 行 的 次 数 。 由 于 媚 是 上 三 角 扼 阵 ,所 以 的 行列 式 是 它 主 对 角 线 元 素 的 滋 积 
《参见 定理 3.6)。 读 者 可 以 对 例 3.5 进行 验证 , 即 det(4) = 75=(-- 12(175) = (- 1)zdet(z)。 
下 面 的 程序 实现 了 定理 3.10 的 证 明 中 描述 的 处 理 过 程 。 它 是 程序 3.2 的 扩展 ,并 使 用 部 
分 选 主 元 策略 。 由 偏 序 选 主 元 带 来 的 行 交 换 记 录 在 矩阵 丸 中 。 然 后 在 前 向 替换 步骤 中 使 用 
矩阵 丸 求解 矩阵 了 。 














程序 3.3 (PA= LU: 带 选 主 元 的 分 解法 ) ”构造 线性 方程 组 4K = 如 的 解 ,这 里 4 是 非 
奇异 矩阵 








functionX = lufact(a,B) 
%Input -RisanNXxNmatriXx 
和 - Bis anNx1matrix 
和 Output -~ Xis anNx1zynatrix containing rhe solution to ax -= B. 
车 Initialize X,Y,the temporary storage matrix Cand the row 
多 PetTnntatieorn intormation matrix 有 

TNN] = size(a); 

X= zeros(N,1); 

Y= zerosfN,1); 

袜 = zerosf1.N); 

及 = 了 :1 


fcerPp=1:N-1 
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旬 Einad the Pivot row for colummn PP 
[maxl ,j] = max(abs(A(Pp:N,P))) 
和 Interchange raw P ang j 
C=Rtp,s3 
RU0p, :=RAG+P-1,3)5 
RAT+DP-1,)=C5 
Ga=Rp); 
R(P) = RG+ 了 -1)3 
Ri+p-1)=dy 
放 atp,P)==0 
"ais singular， No uniaue solution” 
Dreak 
end 
% Calculate multiplier and place in subdiagonal portion of 有 
for k=P+1:N 
mLE = A(k,P)MRACp;B); 
RCk,P) = mnlt; 
A(K:p+IT:N) =A(k,p+1:N) -multxapP+1:N)i 
eng 
end 
和 Solve forT 
YL) = BRGI)); 


far K= 2: 
YOc) = BCRCK)) - R(k:1:x-1)x YI:K-1) 
eng 


钊 Solve forX 
XCN) = Y(N)Ma(N,N); 
fork=N-1t:-1:1 
X(k) = (Y(Ck) - A(k,k+1:N)xX(K+1:N))/RACkk)3 
end 


3.5.7 三 角 分 解法 的 练习 
1. (a) 下 =[-4 10 5 (b) 吾 =[20 4 32]，4= Zr 表示 为 : 


2 4 一 1 00I12 4 -6 
| 5 =| 12 1 0 | 3 
1 3 2 1l2 13 1340 0 3 


求解 ZL 了 = 召 , EX = Y, 并 验证 吾 = 4 。 
2 (a) B3=[7 2 10] (b) 如 =[23 35 7]，4 = 了 5 表 示 为 


1 1 6 1 0 0 1 56 
=-1 2 9|=| -1 1 j 0 3 可 
1 -2 3 1 >~1 1 -0 0 1 


求解 ZL7 = 召 , UK = 了 ,并 验证 互 = 4X。 
3 对 下 列 矩 阵 求解 它 的 三 角 分 解 工 和 了 1。 


-5 2 -1 10 3 
o 1 0 中 | 3 1 
3 1 6 -5 2 -1 
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4 对 下 列 和 矩阵 求 解 它 的 三 角 分 解 三 和 忌 。 


4 2 1 1 -2 7 
《a) | 5 - (b) | 2 ] 
1 -2 7 2 5 -2 


5. (a) 吾 =[8 -4 10 -4 (b8=[28 13 23 4]/ 


生 = 了 工 U 表示 为 : 
4 8 4 0 1 0 0O1T4 8 4 0 
154 .1 中 ijo 3 3 -5 
147 2 到 亏 10loo4 14 
1 1 1 
130- 3 HUHitooo0 1 
求解 ZF = 互 , UK = 了 ,并 验证 召 = 4X。 
6 对 下 列 抢 阵 求解 它 的 三 角 分 解 工 和 7。 
1 104 
2 -150 
] 2 1 2 
-3 026 


7. 试 推 导出 式 (12) 中 的 公式 。 

8 证明 在 下 面 的 情况 下 三 角 分 解 是 惟一 的 :如 果 和 矩阵 4 非 奇异 ,而 且 忆 局 =4= 瑟 到 ， 
则 居 = 疡 , 且 世 = 忆 。 

9. 证 明定 理 3.10 中 r> e 的 情况 。 

10. (a) 通过 对 下 列 置 换 矩 阵 证 明 PP' = 了 = 忆 忆 





验证 定理 3.12。 


五 = 


口 口 口 一 


0 
王 
0 
0 
《b) 证 明定 理 3.12。 提 示 : 利 用 矩阵 乘 定 义 ,以 及 己 与 严 的 每 行 和 每 列 只 有 一 个 元 素 


为 1 的 事实 。 
]1. 证 明 一 个 A x w 上 三 角 撼 阵 的 逆 也 是 一 个 上 三 角 拢 阵 。 


3.5.8 算法 和 程序 
1 使 用 程序 3.3 求解 线性 方程 组 4XK = 互 ,其 中 : 


1 3 5 7 工 
2 -1 35 2 
4= = 
0 0 > 和 8|3 
-2 -6 -3 1 4 


使 用 MATLAB 中 的 [L,U,P] = lu(A) 命 令 检查 得 到 的 答案 。 
2 使 用 程序 3.3 求解 线性 方程 组 4 = 召 , 其 中 4 = [mw]wxwyey = z 而且 加 = 
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四 


下 





[ 夯 ]waybn= 六 , 当 i22 时 各 =(z-1/G-H。 对 于 六 =3,7,11 的 情况 分 别 求解 。 
精确 解 为 于 =[1 1… 1 1]。 对 得 到 的 结果 与 精确 解 的 差异 进行 解释 。 


.修改 程序 3.3, 使 得 它 可 以 通过 重复 求解 w 个 线性 方程 组 : 





4C = 盏 ,=12，N 


来 得 到 4 。 
则 : 
4[C，C Crj=[B 本 … 可 v] 
而 且 ; 
4=[Cc， ccq] 


应 确保 对 ZL 分 解 只 计算 一 次 ! 
基 尔 起 夫 电压 定律 说 明 电路 网 络 中 任意 单 向 闭路 的 电压 和 为 零 。 对 图 3.5 中 的 电路 
利用 基 尔 鸭 夫 电压 定律 进行 分 析 , 可 得 到 如 下 线性 方程 组 : 





《 尽 + 肌 : + 屎 。) 五 十 只 大 十 矶 :五 = 吾 
玫 +( 民 + 有 + 矶 六 一 已 万 = 吾 《17) 
再 .万 一 有 + (BR + Rs+R6)D= 0 


如 果 ; 

(a) 尽 = 1,RR: = 1 ,及 =2, 玉 ,= 1 ,Ri =2,Rs=4, 而 且 巨 | =23, 忆 ;=29 

(b) 如 = 1 ,Ra = 0.75,RR; = 1, 尽 ,= 2,R = 下 ,Re =4, 而 且 盏 | = 12, 瑟 ; =21.5 
(ce) R = 1 及 = 2 下; = 4, 玉 ,= 3, 届 ;= 1, 忍 ,= 而且 硬 | = 4 再: = 38 

使 用 程序 3.3 求解 电流 六 , 疡 ,有 Ra。 





图 3.5 练习 4 中 的 电路 河 络 
. 下 和 各 人 症 计 部 分 人 过 术 束 册 | 


和] 





CT 7 上 
这 需要 在 下 列表 达 式 中 求 出 系数 4 ,F = 1,2,， 
说 + 区 + 45x + 46 
(z- DOx-2)(z-3705417 = = 过 + 全 + 
使 用 程序 3.3 求解 部 分 分 式 的 系数 。 








:使 用 程序 3.3 求解 线性 方程 组 4X = 瑟 , 这 里 矩阵 4 由 MATLAB 命令 A- mnd(10,10) 





生成 ,B= [1 2 3 … 10]'。 在 使 用 程序 3.3 前 ,需要 验证 4 是 非 奇异 矩阵 (det(A) <0)。 
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通过 计算 4 - 8 的 差 值 来 检查 结果 的 精确 性 ,并 检查 差 值 接近 零 的 程度 (一 个 精确 








和 解 应 使 得 4E - 号 =0)。 使 用 命令 A= mand(20,20) 和 B=[123 … 20]" 生 成 的 矩阵 对 
重复 了 上述 过 程 。 解 释 用 程序 3.3 求 解 这 两 个 方程 组 在 精确 性 上 的 明显 区 别 。 
间 中 线性 组 合 的 概念 。 例 如 ,向 量 (4, - 3) 等 价 于 


7. 在 3.1 节 的 式 (8)} 中 ,定义 了 w 维 空 
和 抵 阵 [4 -3] ,可 表示 为 [1 0] 与 


上 


使 用 程序 3.3 来 说 明 挎 阵 [1 3 5 





0 1' 的 线性 组 合 : 


-5 
3 了 9] 可 表示 为 如 下 线性 组 合 : 


0 2 3 5 1 
和 0 2 6 4 
-2|，|01，10|， -3|， 一 2 
3 4 5 0 了 
=-1 4J 了 2 0 


解释 为 什么 任意 矩阵 [zx， x。 和 


3.6 求解 线性 方程 组 的 迁 代 法 


和 4 


5 可 表示 为 上 述 矩 阵 的 线性 组 合 。 














这 一 节 主 要 讲述 如 何 扩展 第 2 章 介绍 的 迭代 法 到 更 高 维 数 。 首 先 考虑 用 于 线性 方程 组 的 
固定 点 迭代 的 扩展 。 
3.6.1 雅克 比 选 代 
例 3.26 考虑 如 下 方程 组 : 
45-~- y+ z= 了 
4z-8y+ z= -21 (D) 
-2x+ y+5z= 15 
上 述 方程 可 表示 成 如 下 形式 : 
辐 = 并 和 
了 = 21 + 香 十 和 人) 
+ 人 -7 
这 给 出 了 下 列 雅 克 比 选 代 过 程 : 
as 和 = 全 
3 二 人 直人 (3) 
= 2 天 
如 果 从 本 = (和 ,yoyzo) = (1,2,2) 开 始 , 则 式 (3) 中 的 和 迭代 将 收 仇 到 解 (2,4,3)。 
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特 xo=1l,yo=2 和 z=2 代 入 式 (3) 中 兹 个 方程 的 右边 可 得 如 下 新 值 ; 


新 的 点 媚 = (1.75,3.375,3.00) 比 瑟 更 接近 (2,4,3)。 使 用 式 (3) 的 选 代 过 程 生成 点 的 序 


列 |P 收效 到 解 (2,4,3)( 如 表 3.2 所 示 )。 


胡 3.2 求解 线性 方程 组 {1) 的 收 策 的 雅克 比 选 代 











昌 1.0 2.0 2.0 

1 1 .她 3.375 3.0 

了 1.84375 3.875 3.025 

了 1.9625 3.925 2.9625 

十 1.99062500 3.97656250 3.00000000 
5 1.99414063 3.995312S0 3.00093750 
1 了 了 .9939999993 3.99999985 2.99999993 
区 2.00000000 4.00000000 3.00000000 





这 个 过 程 称 为 雅克 比 和 迭代 ,可 用 来 求解 某 些 类 型 的 线性 方程 经 





。 经 过 19 步 迭 代 , 迁 代 过 


程 收敛 到 一 个 精度 为 9 位 有 效 数字 的 近似 值 (2.00000000,4.00000000,3.00000000) 。 
在 求解 偏 微分 方程 中 ,线性 方程 组 经 常 有 多 达 100 000 个 变量 。 这 些 方程 组 的 系数 矩阵 是 
稀 朴 抢 阵 , 即 系数 矩阵 中 的 大 多 数 元 素 为 零 。 如 果 非 零 元 素 具 有 一 种 模式 (如 三 对 角 方 程 组 )， 





则 迭代 过 程 是 求解 这 些 大 型 方程 组 的 有 效 方法 。 


有 时 雅克 比 和 迭代 法 是 无 效 的 。 通 过 下 面 的 例子 可 看 出 ,本 


雅克 比 迭 代 法 可 产生 一 个 发 散 的 点 的 序列 。 
例 3.27 设 重新 排列 线性 方程 组 (1) 和 如下: 


-2x+ ,+Sz= 15 


4zx -8y+ z= -21 
425- 7yY+ zs ?了 
这 些 方程 可 表示 为 如 下 形式 ; 
三 二 
_21+4z+z 
7 8 
Z= 了 -4Y 二 了 
可 用 如 下 雅克 比 选 代 过 程 求解 ; 
一 1+ 八 +S 


1 


3 





新 者 





列 初始 线性 方程 组 后 ,利用 


(4) 


(5) 
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21 二 生 Xf 十 和 
= 34 全 (9) 





各 二 了 一 和 区 二 委 


如 果 从 Po = (xzo,yo,z)= (1,2,2) 开 始 , 则 利用 式 (6) 中 的 迭代 将 对 解 (2,4,3) 发 散 。 
将 se=lyo=2 和 zi=2 代 入 式 (6) 中 每 个 方程 的 右 达 可 得 到 新 值 ii ,yi 和 zi 


-4S+2+10 
和 = 一 = 


_21L+4+2 
本 8 


-1.5 


=3.375 


2 =7-4+2=5.00 
新 的 点 =(- 1.5,3.375,5.00) 比 P 更 远 地 偏 离 解 (2,4,3)]。 利 用 式 (6) 中 的 迁 代 产生 
了 一 个 发 散 序列 (如 表 3.3 所 示 )。 
表 3.3 ”求解 线性 方程 组 (| 的 发 散 的 雅克 比 选 代 




















再 和 稚 庆 

0 .0 2.0 2.0 

1 一 1.5 3.375 .0 

2 6.6875 2.5 16.375 

3 34.6875 8.015625 -17. 和 5 

4 一 和 .617188 17.8125 = 123.73438 

5 一 307.929688 一 36.150391 211.28125 

[3 502.62793 一 124.929688 1202.56836 
3.6.2 ”Gauss-Seidel 迭代 法 


和 
近似 
下 面 


有 时 通过 其 他 方法 下 使 收 伍 速 度 加 快 。 观 察 由 雅克 比 迭 代 过 程式 (3) 产 生 的 3 个 序列 
上 它 们 分 别 收 伍 到 2,4,3( 如 表 3.2 所 示 )。 由 于 思 ,i 被 认为 是 比 呈 更 好 的 x 的 





值 ,所 以 在 计算 %: 时 ,将 所 ,用 来 替换 z 是 合理 的 。 同 理 ,可 用 x 和 z: 计 算 as 
的 例子 显示 了 对 例 3.26 中 的 方程 组 使 用 上 述 方法 的 情况 。 
例 3.28 设 给 定式 {1) 中 的 线性 方程 组 并 利用 Gauss-Seidel 选 代 过 程 求 解 ， 
了 + 稚 一 下 
= 
和 全 O) 
二 = 15+ 2 二 入 4 


解 : 
如 果 从 Po = (xo ,yo,zo) = (1,2,2) 开 始 ,用 式 (7) 中 的 克 代 收 化 到 解 (2,4,3)。 


笠 加 =2 和 z=2 代 入 式 (7) 中 第 一 个 方程 可 得 ; 


局 2 1 


120 数值 方法 (MATLAB 版 } 





将 zi =1.75 和 za=2 代 入 式 (7) 中 第 二 个 方程 可 得 : 


们 +4(1.75)+2 
= 


将 xi=1.75 和 yi=3.75 代 入 式 (7) 中 第 三 个 方程 可 得 : 
1$+2(1.75) -3.75 
= 


=3.75 


=2.95 


新 的 点 书 = (1.75,3.75,2.95} 比 P。 更 接近 解 (2,4,3) ,而 且 比 例 3.26 中 的 值 更 好 。 用 式 
(7) 的 选 代 生成 序列 | 忆 1 收 化 到 (2,4,3)( 如 表 3.4 所 示 )。 


表 3.4 用 于 方程 组 (1) 的 收效 的 Gauss Seidel 选 代 














加 罗 加 天 
0 3 .0 2.0 2.0 

工 1.75 3,75 2.95 

2 1.95 5.96875 2.98625 

3 了 .995625 3.99609375 2.99903125 

3 1.99999983 3.99999988 2.99999996 

9 1.99999998 3.99999999 3.00000000 
10 2.00000000 4.00000000 3.00000000 








在 例 3.26 和 例 3.27 中 ,有 必要 建立 一 些 判 定 条 件 来 判断 雅克 纪 迁 代 是 否 收 剑 。 因 此 建 
立 下 面 的 定义 。 


定义 3.6 设 有 NxT 阶 矩阵 44, 如 果 : 











1 au 1> > 16g1 天 = 2， 六 (8) 
宫 
妈 


则 称 4 具有 严格 对 角 优势 。 
这 表示 在 撼 阵 的 每 一 行 中 , 主 对 角 线 上 元 素 的 绝对 值 大 于 其 他 元 素 的 绝对 值 的 和 。 便 
3.26 的 线性 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 具有 严格 对 角 优 势 ,原因 在 于 : 
在 行 1 中 : 141>1-11+11 
在 行 2 中 : 1=-81>141+111 
在 行 3 中 : 151>1-21+11 
所 有 的 行 满足 定义 3.6 中 的 关 蒜 式 (8) ,所 以 线性 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 4 具有 严格 对 角 优势。 
例 3.27 中 的 线性 方程 组 (4) 的 系数 矩阵 4 不 具有 严格 对 角 正 优 ,原因 在 于 ， 
在 行 1 中 : 1-21<41+451 
在 行 2 中 : 1-81<441+111 
在 行 3 中 : LI<I41+1-1 
行 1 和 行 3 不 满足 定义 3.6 中 的 关系 式 (8) ,因此 线性 方程 组 (4) 中 的 系数 拓 阵 4 不 具有 严格 
对 角 优 势 。 
现在 生成 雅克 比 迭 代 和 Ganss-Sediel 选 代 过 程 。 设 有 如 下 线性 方程 组 ， 
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CHX1+ ax 十 二 EM 二 二 Gy = 及 
2031 二 ap2 十 


《9) 


GilXt + apX2 十 二 和 二 CR 二 入 


ywl 区 1 十 Ga 和 二 GANXN 二 耻 w 
设 第 正点 为 六 = (2 各 加 4 多 力 则 下 一 点 为 下 = (后 允 人 xfeb， 
坐标 下 的 上 标 (有 可 用 来 标识 局 于 这 点 的 坐标 。 法 代 公式 根据 前 面 的 入 和 9， 
ee zx 史 ,使 用 式 (9) 中 的 行 了 求解 式 如 5 
雅克 比 迭 代 : 


人 人 和 有 
trD 二 太一 三 3 一 而 -1 全 +1%Jt1 YN 
7 





(10) 











其 中 了 = 1,2， ,下 
雅克 比 选 代 使 用 所 有 老 的 坐标 来 生成 所 有 新 的 坐标 ,而 Gauss-Seidel 迭代 尽 可 能 使 用 新 的 
坐标 得 到 更 新 的 坐标 : 
Gauss-Seidel 和 迭代: 
CE 人 )》_ 


【有 
再 -ant op 1 
MD = 卫 二 吧 帮 号 -1 党 1 2 (1D 


加 

















其 中 了 = 1,2，…， 闵 
下 面 的 定理 给 出 了 雅 克 比 选 代 收 敛 的 充分 条 件 。 
定理 3. 15 (雅克 比 选 代 ) ” 设 矩 阵 4 具有 严格 对 角 优势 , 则 4XE = 六 有 惟一 解 开 = 忆 。 利 用 式 
(10) 的 选 代 可 产生 一 个 向 量 序列 { 严 上 ,而 且 对 于 任意 初始 向 量 忆 ,向 量 序列 都 将 收 伍 到 严 
证 明 :可 参见 有 关 数 值 分 析 的 高 级 教材 。 
当 抢 阵 4 具有 严格 对 和 角 占 优 时 ,可 证 明 Gauss-Seidel 迭代 法 也 会 收 伍 。 在 大 多 数 情况 下 ， 
由 于 Gauss-Seidel 迭代 法 比 雅克 比 迭 代 法 收 生 得 更 快 ,所 以 ,通常 利用 Gauss-Seidel 挝 代 法 (可 


比较 例 3.26 和 例 3.28)。 为 得 到 式 (11) 而 对 式 (10) 进 行 的 修改 是 很 重要 的 。 在 某 些 情况 下 ， 
雅克 比 和 迭代 会 收敛 而 Gauss-Seidel 选 代 不 会 收 伍 。 


3.6.3 收 和 剑 性 


比较 向 量 之 间 的 距离 是 非常 必要 的 , 它 可 以 用 来 判断 ! Ps 是否 收 敛 到 忆 。 已 = (z , 刀 ， 
0) 和 骨 = (7 入 ,yw) 之 问 的 欧 几 里 德 距 离 (参见 3.1 节 ) 为 ; 





1P- 21 = ( 守 人 -50” (2) 
它 的 缺点 是 需要 相当 大 的 计算 量 。 因此 引信 另 二 种 模 1 于 二 
Ni = 加 1 (13) 


下 面 的 结论 保证 了 | 瑟 小 ， 具有 度量 的 数学 结构 ， 因此 适合 作为 一 个 一 般 化 的 “ 臣 离 公 
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式 "。 根 据 线性 代数 的 理论 可 知 , 如 果 商 个 向 量 的 | * |, 筑 接 近 , 则 它们 的 欧 几 里 德 模 
1 * 儿 也 接近 。 


定理 3.16 设 筷 和 了 是 六 维和 问 量 ,e 是 一 个 标量 。 则 函数 由 蕊 外 ， 有 如 下 人 性质: 


1 开 1>9 (4) 
1 =0 当 且 仅 当 天 =0 (15) 
上 ee 攻 =1ell 天 | (16) 
十 半 + 王 皮下 发 上 + 才 奖 | (17) 


证 明 : 这 里 只 证 明 不 等 式 (17) ,其 他 的 留 作 练习 。 对 于 每 个 记 实 数 的 三 角 不 等 式 表示 为 
1 211+ gl。 根据 这 各 不 等 式 可 得 到 不 等 式 (17); 


3 站 王 晤 + 直子 | 
可 用 式 (13) 定 义 的 模 来 定义 西点 之 间 的 距离 
定义 3.7 设 三 和 了 是 六 维 空间 中 的 两 点 。 定 义 下 和 了 的 距离 为 | x |, 模 , 表 示 为 : 
下 


例 3.29 计算 点 已 =(2,4,3) 和 加 =(1.75,3.75,2.95) 的 欧 几 里 德 距离 和 | x || ,距离 。 
解 : 


攀 几 里 德 距离 为 ; 
| 好 ~- 允 | =((2-1.75 六 +(4-3.75)2 + (3 一 2.95)2)2=0.3570 
* ‖， 焉 离 为 : 


1 P-@T =12-1.7514+14-3.751+ 13-295| =0.55 
x | 更 容易 计算 ,常用 来 确定 N 维 空间 中 的 收效 性 。 


在 程序 3.4 中 使 用 了 MATLAB 命令 A(j,[1:j - 1,j+ 1:N])。 它 有 效 地 选择 A 中 行 j 的 所 有 
元 素 ,但 不 包括 位 于 第 j 列 的 元 素 ( 即 A(j,j))。 这 种 表示 可 简化 程序 3.4 中 的 雅克 比 迭 代步 又 。 
在 程序 3.4 和 程序 3.5 中 ,使 用 了 MATLAB 命令 nom, 它 是 欧 几 里 德 模 。 也 可 以 使 用 
| * | ,详细 内 容 请 查阅 MATLAB 中 与 nom 命令 相关 的 帮助 信息 和 参考 信息 。 








程序 3.4 ( 收 克 比 和 迭代 ) ”求解 线性 方程 组 4XK = 下。 初始 值 下 = 已 ,并 生成 序列 
和 | ,最 后 收敛 到 解 。 程 序 可 用 的 充分 条 件 是 4 具有 严格 对 角 优势 

















functionX= jacobi(a,B,P,deltavmax1) 

Input ~- aisanNxNncnsingular matridx 
-BisanNx1lrmatrix 

本 -PisanNx1l1matrixithe initial guess 

多 - delta is the tolerance for P 

旬 - maxl is the maximum nunber of iterations 

多 Output ~ Xis anNx1matrix:the jacobi approx:mation to 
多 the solution os ax = 日 
N = lengthftB); 


for k= 1:maxd 
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ftor j= 1 
X(j)=(B(j)-a(j,[1:-1,j+1:N)wB([1:j-1,j+l:N]))aC, 林 )3 
end 
err = abs(norm(X' - P))i 
Telert = err/(norm(X) + eps)i 
P=X?i 
if(err < delta)lfrelerr< delta) 
break 





程序 3.5 (Gauss-Seidel 选 代 ) 求解 线性 方程 组 4X = 吾 。 初 始 值 芋 = 刀 ,并 生成 序 
列 ; 妃 } ,最 后 收敛 到 解 。 程 序 可 用 的 充分 条 件 是 4 具有 严格 对 角 优 势 











function X= gseid(A,B,P,delta;maxl) 
% Input - Ris anNxNnonsingular matrix 


多 -BisanNx1matrix 

井 - PisanNx1rmatrtxithe initial guess 

旬 ~ delta is the tolerance for 

多 - maxl is the maximum nuriper of 让 erations 


多 Dutpuc - XisanNXlmatrixsthe gaussseidel 

香 apprOximaticon to the solution of RMX= 了 
N = length(B); 

Eor K= 1:maxl 





《B(UL) - a(1,2:N) * P(2:N))MA(1,1)5 
elseif j== 王 
XUN) = (BCN) - RN:1L:N-1)<(X(TK-1)) atN DY 
else 
$X contains the KXth approximaticns and P the (k- 1)st 
X(j)=(B() -A(j,j:-1)xX(1:-1》 
-a(j,j+lD*P(j+l:N))Ma 人 js 
end 
enaq 
err = abs(normtx  - P)); 
relerr = err/(norm(X) + eps)， 


P=X 
放 (err<delta)1(re-err< delta) 
break 
eng 
end 
X=X"3 


3.6.4 求解 线性 方程 组 的 迭代 法 的 练习 


在 练习 1 到 练习 8 中 : 

(a) 初始 值 PP =0, 利 用 雅克 比 和 迭代 求 解 书 ,大 = 1,2,3。 雅 克 比 迁 代 收 伍 到 解 吗 ? 

() 初 奖 值 本 = 0, 利 用 Gauss-seidel 选 代 求解 已 = 1,2,3。Gauss-Seidel 选 代 收 伍 到 解 四 ? 
1.， 4x- y= 15 2 8x-3y= 10 
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x+Sy= 9 -YY+4y= 6 
3. -x+3y= 1 4， 2x+3y= 1 
6xz -2y= 2 7x-2y= 1 
5. 5x- y+ z= 10 6 2x+8y- z= 11 
2x+8y- z= 1 Sx- 7y+ z= 10 
-xX+ y+4z= 3 了 3 -x+ 7y+4z= 3 
7 x-5y- z= -8 8、4x+ y- = 13 
4z+ y- xz= 13 x-5y- z= -8 
2x- y-6z= -2 2z- 7y-6z= -2 
9 设 开 = (zzayzw)o 证 明 | * 有 横 : 
内 
= 人 
满足 性 质 (14) 到 性 质 (16) 。 


10. 设 天 = (xitvxa，.， xw)。 证 明 欧 几 里 德 模 : 


1X1 = ( 写 ( 放 ” 
满足 性 质 (14) 到 作 质 (17)。 
11. 设 天 = (xuma，…,zw)。 证 明 | * | 。 模 ; 
中 1。 = ml 


满足 性 质 (14? 到 性 质 (17)。 
3.6.5 ”算法 和 程序 


1.， 使 用 程序 3.4 和 程序 3.5 求解 练习 1 到 练习 8 中 的 线性 方程 组 。 使 用 format long 命令 
和 delta= 10-?。 

2， 在 定理 3.14 中 ,4 其 有 严格 对 角 优 势 是 充分 条 件 , 不 是 必要 条 件 。 使 用 程序 3.4, 程 
序 3.5 以 及 多 个 不 同 的 初始 值 PP 对 下 列 线 性 方程 组 求解 (注意 : 可 能 雅克 比 迭 代 收 
伍 , 但 Gauss-Seidel 迭代 发 散 ) : 


蕊 + 2=2 
一 和 二 了 =0 
x+2y-3z=0 
3， 设 有 如 下 三 角 线 性 方程 组 ,而 且 系 数 抢 阵 具 有 严格 对 角 优 势 ; 
丰 2 二 CA2 一 上 
1 和 1 十 dxa 十 ea 和 3 = 了 


Ga 2 十 四 Xia 十 5324 = 


av-z2n-2 + 加 -xn-1+ cn-ian =-1 
anw-ixw-it dxw = bw 


人 根据 式 (9) 到 式 (11) ,设计 一 算法 来 求解 上 述 方程 组 。 算 法 必须 有 效 地 利用 系数 短 
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阵 的 稀 玻 性 。 

(这 委 据 (中 设计 的 算法 构造 一 个 MATLAB 程序 ,并 求解 下 列 三 角 线 性 方程 组 ， 
(a) 4m + 7 =3 (b) 4m + ms =1 
ml +4m2 + na 一 3 ma + 4mzy + ma =2 
ma +4ma + ma =3 7za +4ma + 了 4 =1 
13 十 4724 十 m25 二 na +4P4 + ms = 了 
mt 十 4me 十 ma =3 me+4mae+ ma = 工 
me 上 +4mm = 了 3 ma +4ma =2 


4. 利用 Ganss-Seidel 迭代 法 求解 下 列 带 状 方程 ; 


5. 在 程序 3.4 和 程序 3.5 村 








12xl ~ 24 十 3 = 
-221 +12x 一 2x3 十 34 = 了 
Xl -2x2 +12xa 一 2x4 + 55 = 


xXa 一 253 +12x4 一 2x5 + YX6 =S 


xi6- 2xw+l2xu - 2xg+ xm=5 
xz- 2xs+l2xe- 2xu=5 


xu- 2xe+i2xm=5 





,将 相 邻 闪 代 之 问 的 相对 误差 作为 终止 评定 条 件 。 在 2.3 节 
中 已 讨论 了 独立 使 用 这 个 判定 条 件 的 问题 。 线 性 方程 组 4X = 召 可 重 写 为 4X ~ 吾 = 


0。 如 果 于 是 雅克 比 和 迭代 或 Gauss-Seidel 选 代 过 程 中 的 第 个 选 代 值 , 则 一 般 情 况 下 ， 
余 项 4 - 吾 的 模 是 一 个 更 适合 的 中 止 评定 条 件 。 


修改 程序 3.4 和 程序 3.5, 使 用 余 项 的 模 作为 





问题 4 中 的 带 状 方程 组 。 
3.7 ” 非 线性 方程 组 的 迭代 法 :Seidel 法 和 和 牛顿 法 ( 厅 选 ) 


本 节 讨论 如 何 扩展 第 2 章 和 3.6 节 的 选 代 法 以 求解 非 线性 方程 组 。 考 虑 下 列 函 数 ， 





(zy)= 巡 -2x -7+0.5 
万 (zyy7)=s2+4 和 2 一 4 


需要 寻找 一 个 方法 求解 非 线性 函数 构成 的 方程 组 : 


两 个 





























中 止 评定 条 件 。 使 用 修改 后 的 程序 求解 


(D 


xy7)=0 和 (zy)=0 (2) 
方程 六 (zx,7) =0 和 万 (s,y) =0 隐 含 定义 了 在 zy 平面 上 的 曲线 。 因 此 方程 组 (2) 的 解 是 
线 都 经 过 一 个 点 ( 即 廊 (p,9)=0 且 态 (p,9)=0)。 方 程 组 (1 表示 的 曲线 如 下 : 
奏 -2x-y+0.5=0 是 抛物 线 0G) 
x+472 -4=0 是 椭圆 
图 3.6 中 的 图 形 显示 存在 两 个 解 ,在 ( -0.2,1.0) 和 (1.9,0.3) 附 近 。 
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了 DR-2z+05 
0 392-4 











图 3.6 非 线性 函数 y= 衬 -2z+0.5 和 安 +47=4 的 图 形 


第 一 种 技术 是 固定 点 迭代 法 。 必 须 设计 一 个 方法 来 生成 序列 区 ps ,9 ) 上 使 其 收敛 到 解 (p,9g)。 
式 (3) 中 的 第 一 个 方程 可 用 来 求解 *。 而 y 的 一 个 信 数 要 加 到 第 二 个 方程 的 两 边 ,得 到 窑 +47- 
87y -4= -8y。 选 择 增加 - 8y 很 重要 ,原因 将 在 以 后 解释 。 现 在 可 得 到 一 个 等 价 的 方程 组 ; 


0.5 


y = 二 入 =47 十 87 二 4 
8 
这 两 个 方程 可 用 来 构造 递归 公式 。 设 初始 点 为 (po, go), 可 利用 下 列 递归 公式 计算 序列 


pe even: 



































(4) 


_ 0.5 
Ps1=Si(Pe = 一 了 




















(3) 
一 瑟 一 442+89gh 二 4 
gr= gz(pg= 一 一 和 一 
情况 (D 设 初始 值 (pe,qo) = (0.U, 则 ， 
: 
辣 -一 05- -0.25 和 几 -二 守 4 +80D+4-1.0 
送 代 过 程 将 生成 表 3.5 中 傅 况 (iD) 下 面 的 序列 。 在 这 种 情况 下 ,序列 收敛 到 (0, 卫 附近 的 解 。 
表 3.5 利用 (5) 中 公式 的 固定 点 选 代 
情况 (D: 从 (0,1) 开 始 情况 (): 从 (0,2) 开 始 
天 下 儿 上 下 加 
0 0.00 1.00 0 2.00 0.00 
1 一 0.25 1.00 1 2.25 0,.00 
2 一 0.21875 0.9921875 2 2.78125 一 0.1328125 
3 -0.2221680 0.9939888D 3 4.184082 一 0.6085510 
了 4 = 0.2223147 0.9938121 隔 9.307547 一 2.4820360 
5 -0.2221941 0.5938029 ] 笠 .80623 一 15.891091 
五 一 0.2222163 0.9938095 各 1011.995 一 392.60426 
了 一 0.2222147 0.938083 了 3512 263.2 一 205 477.82 
8 一 0.2222?145 0.9938084 
9 一 0.2222146 0.%38084 序列 发 入 

















情况 (i” 设 初始 值 (pe,qgo) = (2,0) , 则 ， 
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于 -0+0.5 - 守 -4(0) +8(0)+4_00 
本 8 


Pi =2.25 和 9 = 
迁 代 过 程 将 生成 表 3.5 中 情况 (it) 下 的 序列 。 在 这 种 情况 下 ,序列 是 发 散 的 。 
利用 式 (5) 的 迭代 过 程 不 能 找到 第 二 个 解 (1.900677,0.3112186)。 为 了 找到 这 个 点 ,需要 另 一 
对 不 同 的 选 代 公式 。 在 式 (3) 中 ,将 第 一 个 方程 加 - 2 第 二 个 方程 加 - 11y ,表示 为 : 
刀 -4z-y+05= -2x 和 刀 +492-1y-4= -11y 
通过 上 述 方程 可 得 到 选 代 公式 ; 





2 
一 Brt+4p+@ 一 0.5 
懈 = 本 (Pi) = 一 下 和 与 人 

四 (6) 
一 本 -482+11g +4 
osa(Pg= 一 一 


表 3.6 显 示 了 如 何 利用 式 (6) 求 第 二 个 解 。 
表 3.6 使 用 式 {f6)} 中 的 国定 点 迭代 














大 座 怠 

人 0 2.00 0.00 

】 1.35 0.0 

2 1.71875 0.0852273 
3 1.753063 0.1776676 
全 ].808345 1 .2504410 
8 1.903595 0.3160782 
12 .900924 0.3112267 
本 工 .900652 0.3111994 
20 1.900677 0.3112196 
对 4 1.900677 0.3112186 





3.7.1 理论 


为 何 式 (6) 中 的 公式 适合 求 (1.9,0.3) 附 近 的 解 ,而 式 (5) 中 的 公式 不 适合 ? 在 2.1 节 中 ， 
通过 分 析 国定 点 导数 的 大 小 可 得 出 答案 。 当 存在 多 个 变量 的 函数 时 ,必须 使 用 偏 导 。 将 用 于 
存在 多 个 变量 的 函数 的 方程 组 的 一 般 “ 导 数 "定义 为 雅克 比 年 阵 (又 称 导 数 矩 阵 ) 。 这 里 只 介绍 
一 些 基 本 的 思想 ,更 多 的 细节 可 参见 高 等 微 积分 教材 。 


定义 3.8( 收 克 比 短 阵 ) 设 记 (zx,y) 和 户 (*,y) 是 包含 自 变量 * 和 y 的 函数 , 则 它们 的 雅克 比 
德 阵 J(x,y) 表 示 为 ; 

3 3 

耻 办 

统统 人 

基 这 

同 理 ,如 果 万 (*，y,z), 琅 (z,y，,5), 户 (zyy，,z) 是 包含 自 变量 *,y,z 的 函数 , 则 3 x 3 雅克 

比 矩 阵 7(z,y,z) 定 义 为 : 
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双 时 明 
7 


统 3 撤 
痊 弦 芝 (9) 


3 3 扩 
9x 9y7 9z 
例 3.30 对 下 列 3 个 函数 求解 在 点 (1,3,2) 处 的 3x3 雅克 比 给 阵 J(x ,yyz): 
(zz)= 妇 一 记 二 了 一 帮 寺 玫 
(zy5= 妙 + 和 + 和 


万 (zy7，2= 芯 
解 ; 
和 雅克 比 答 阵 为 : 
明 及 叉 
ax ay az 3z -2y+1 -4z3+2z 
_ap 3 扩 | 7Y+z YY 了 十 革 
Tc =| 误 3y az 一 工 一 
3 咏 蚊 和 加 和 
田 就 
这 样 ,在 点 (1,3,2) 处 的 雅克 比 给 阵 为 3x3 给 阵 ; 
3 -5 -2 
70L32-| 5 3 1 
3 工 -3 
"2 了 玫 
3.7.2 广义 微分 


对 于 含 多 个 变 最 的 函数 ,使 用 微分 来 表示 自 变量 的 变化 情况 如 何 影响 因 变量 。 设 有 如 下 
表达 式 : 





& = 及 (z,y)z) 9= 户 (xy)z) = 有 卢 (x7，2) (9) 
设 已 知 式 (9) 中 函数 在 点 (xo ,加 ,aa) 处 的 值 , 现 在 希望 可 以 预测 在 邻近 点 (*,y,z) 处 的 值 。 
设 恬 , 央 ,do 表示 因 变 量 的 微分 变化 ,而 we, 必 , 灾 表示 自 变量 的 微分 变化 。 这 些 变化 服从 如 
下 关系 ; 
二 -六 (au+ 芝 Cnoa) 直 + 可 (aooa)c 
由 = 惑 Car 本 + 条 Com) 相生 Come (10) 
如 -共和 革 (mW 本 Coora) 


如 果 使 用 向 量 表示 , 则 式 (10) 可 通过 使 用 雅克 比 矩 阵 进行 简化 。 函 数 的 变化 用 dz 表示 ， 
变量 的 变化 用 到 表示 ， 
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到 颂 
李 ||-eemal -ee 《1) 
姑 必 
例 3.31 对 如 下 方程 , 当 自 变 量 从 (1,3,2) 变 化 到 (1.02,2.97,2.01) 时 ,使 用 雅克 比 天 阵 求 徽 
分 变化 ( 面 ,而 ,加 ): 

= 太 (xyz 二 一 欠 二 一 克 十 于 


了 = 万 (xyiz)》 = 黎 + 抽 十 三 
oo=A(x,yz= 立 














解 : 
利用 表达 式 (11) 和 例 3.30 的 (1,3,2) ,以 及 微分 变化 ( 必 , 池 , 轿 ) = (0.02,，- 0.03,0.01) 
可 得 到 
三 3 -5 28] 0.02 -0.07 
和 |=| 5 3 4||-o.03|= 0.05 
3 1 -3 
大 “2 2 下 0.01 -0.0525 


注意 在 点 (1.02,2.97,2.01) 处 的 通 数 值 接近 方程 的 近似 解 , 即 微分 值 心 = -0.07, 几 = 
0.05, 因 = -0.0525 加 上 对 应 的 函数 值 六 (1,3,2) = - 17, 户 (1,3,2) = 11, 户 (1,3,2) = 
1.5, 表 示 为 : 

矿 (1.02,2.97,2.01) = -17.072= - 17.01= 万 (1,3,2) + 血 

万 (1.02,2.97,2.01) = 11.0493~:11.05 = 户 (1,3,2) + 四 

万 =(1.02,2.97,2.01) = 1.44864=1.4475= 户 (1,3,2) + 如 


3.7.3 接近 固定 点 处 的 收 伍 性 


现在 针对 二 维和 三 维 函 数 给 出 2.1 节 中 定义 和 定理 的 推广 ,这 里 没有 使 用 维 函 数 的 表 
示 。 读 者 可 在 许多 有 关 数 值 分 析 的 教材 中 找到 这 些 推广 。 


定义 3.9 包含 两 个 方程: 





x=pB(xzy) 和 yY=ga(x;y) (12) 
的 方程 组 的 固定 点 是 点 (P,9) ,满足 = bi(p,9) 且 4 = Ba(p,9)。 在 三 维 情况 下 ,方程 组 : 


xz 一 Bo(5y2) SKY 2) 453) 


的 固定 点 是 点 (P,9,r) ,满足 = Bi(p,gyr),g= 本 (pg 门 且 = 玖 (pgr)s 


定义 3.10 对 于 (12) 中 的 数 ,固定 点 迁 代 为 ; 
Psi=gl(ptsg) 和 qi= ga(pygb) (14) 
中 堪 =0,1,…。 同 理 ,对 (13) 中 的 函数 ,固定 点 迁 代 为 ， 
= ECpey9qym) 
GaCpsg 03) 
mi= ga(Phygesre) 
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其 中 下 = 0,1，…。 
定理 3.17{( 固 定点 选 代 ) 设 式 (12) 和 式 (13) 中 的 函数 及 它们 的 一 阶 偏 导数 分 别 在 包含 (Pd) 
固定 点 , 则 有 下 面 两 种 情况 。 











或 (p,9,z) 的 区 域内 连续 。 如 果 初 始点 值 足够 接近 | 
二 维 情况 : 如 果 (Po ,go) 足 够 接近 (p ,94) ,而 且 ， 






























































情况 (i 
| 牌 oo :| 可 eo| < 
| 柳 @o| :| 绑 wolaa 69 
(9 采 (P,9 
则 式 (14) 中 的 迭代 将 收敛 到 固定 点 (p,9)。 
情况 ( 轨 ”三 维 情况 : 如 果 (Po,g,m) 足 够 接近 (p,9,r), 而 且 : 
op 区 O9n) + | 殊 rn| ci 
强 (oon +| 弓 won +| 织 or <1 
织 (r 十 区 Crn +| 芍 or <1 《17) 











则 式 (15) 中 的 选 代 将 收敛 到 固定 点 (p,g,r)。 

如 果 条 件 (16) 或 条 件 (17) 不 满足 , 则 迭代 可 能 发 散 。 这 种 情况 通常 发 生 在 偏 导 绝对 值 之 
和 远 远 大 于 1 时。 利用 定理 3.17 可 说 明 为 何 迭 代 式 (5) 可 收 伍 到 固定 点 ( - 0.2,1.0)。 计 算 函 
数 el 和 ea 的 偏 导 可 得 : 





日 员 1 
了 802:7) = 2 32 02)= -也 


了 
业 3802 力 = Y+1 


了 (er 人- 下 
实际 上 ,对 所 有 的 (>,y), 如 果 满 足 -0.5S<x<0.5 和 0.5<y<1.5, 则 函数 eg 和 品 的 偏 








导 满足 : 
Bee| + ea| =1xzl+1-0.51<1 
zx)| + ca| = 上 17y+H<0.65<1 

因此 , 式 (16) 中 的 偏 导 条 件 满足 ,而 且 根据 定理 3.17, 固 定点 迭代 将 收敛 到 (p,9) ~ 
其 他 固定 点 (1.00068,0.31122》 附 近 , 偏 导 不 满足 式 (16) 中 的 条 





〈《- 0.2222146,0.9938084) .在 


件 , 所 以 收敛 性 得 不 到 保证 。 即 : 
也 tso06s,0.3022)| + | 训 Gaoes,osnl2z)| =2.40068> 1 





| 六 sosooes.o3n2a)| 十 上台 ooes,osn2a)| =1.16393S> 1 


3.7.4 Seidel 迭代 
现在 可 构造 一 个 与 Gauss-Seidel 法 类 似 的 改进 型 固定 点 迭代 法 。 设 用 语 ， 计算 % (在 三 
f 将 这 些 改进 融 人 式 (14) 和 式 (15) 中 时 ,这 个 方法 称 为 








维 情况 下 ,用 mt 和 9 计算 mt) ,并 
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Seidel 迭代 ; 
六 = (pg) 和 mr=8a(Psiygt) (18) 
以 及 : 
Pisi= SLCPry gtym) 
GBPsiygey 闪 ) 
闪 = gs(CPely gray) 
程序 3.6 实 现 了 求解 非 线性 方程 组 的 Seidel 迭代 。 固 定点 欠 代 的 实现 留 给 读者 完成 。 


3.7.5 求解 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 


现在 将 牛顿 法 推广 到 二 维 情况 ,也 可 以 很 容易 地 推广 到 更 高 维 。 
设 有 方程 组 : 


(19) 

















到 = 万 (x7) (20) 

2=. 户 (zy) 
它 意味 着 从 六 平面 到 zo 平面 的 变换 。 这 里 只 关心 在 点 (z,) 处 的 变换 行为 , 即 点 (m， 
%)。 如 果 两 个 函数 有 连续 的 偏 导 , 则 在 点 (z, 加 ) 处 用 微分 表示 下 列 线性 近似 方程 组 是 合法 的 ; 


os) + 训 (osyo(y -0) 





3 了 (21) 
?27yo)0z 和 )+ 本 太 (zo)(7 一 加) 


方程 组 (21) 是 一 个 局 部 线性 变换 , 它 将 自 变量 的 微小 变化 与 因 变 量 的 微小 变化 联系 起 来 。 
当 使 用 雅克 比 和 矩阵 J(xo,n) 时 ,这 个 关系 可 更 容易 地 表示 为 ; 

[ (oo) 汉 (m 和 ) 

(aom) 也 (ms 加) 


如 果 式 (20) 中 的 方程 组 用 向 量 画 数 了 = 天 ( 瑟 ) 表 示 , 则 雅克 比 符 阵 J(x,y ) 是 导数 的 二 维 
近似 ,因为 式 (22) 可 表示 为 : 


区 一 2?] (2) 


一 o 











AA 开 =7(xo ,yo)AT (23) 
现在 可 以 利用 式 (23) 推 导 二 维 情况 下 的 牛顿 法 。 
设 方程 组 (20) 中 , 心 和 为 0， 


0- 太 (2 (24) 
0= 户 (xy) 
设 (p,9) 为 式 (24) 的 一 个 解 , 即 : 
0 (P9) (25) 
0= 户 (p,9) 
为 了 使 用 牛顿 法 求解 式 (24) ,需要 考虑 函数 在 点 (po ,go) 处 的 微小 变化 ， 
Aua=z-a，Ap=x#-po (26) 


Aa=p-um，A9q=y-g 
设 式 (20) 中 (x,y) = (P,9g) ,并 利用 式 (25) ,可 得 到 (usw) = (0,0)。 因此 因 变 量 的 变化 是 : 
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2 -= 万 (p,9) -及 (po,go)=0- 万 (po,go) (27) 
?一 m= 万 (P,9) 一 (povg)=0- 万 (po,9o) 
将 式 (27) 中 的 结果 代入 式 (22) 可 得 线性 变换 表达 式 : 


了 om) 末 (e) 


攻 oe) 部 5(poyqo》 
如 果 《28) 中 的 雅克 比 矩 阵 7( po,go) 非 奇异 , 则 可 解 出 AP[Ap Ad]'=[p 9]~[po 
do] 为 : 


网 ~ -[Aeee)] (28) 
万 (poygo)》 











AP -了 (po,go) 下 (po,qo) (9) 
然后 , 解 刀 的 下 一 个 近似 值 忆 =[p,9] 为 : 
已 =Po+AP= 囊 -7(po:go) -PP(pogo) (30) 
注意 式 (30) 是 用 于 一 个 变量 的 牛顿 法 的 一 般 化 , 即 pl = mm - Apo)AF(po)。 
3.7.6 牛顿 法 概要 
设 马 已 知 。 
步骤 1 计算 函数 : 
[Apsyeb) 
( 己 ) 
人 LRCpeo) j 


步骤 2 计算 雅克 比 矩 阵 ; 
有 oo | 


到 pegt) 囊 (Pen) 
步骤 3 求 线性 方程 组 : 
天 杨 )AP= -下 ( 忆 ) 中 心 PP 的 解 
落 双 4 计算 下 一 点 : 
已: = 有 +AP 
重复 上 述 过 程 。 
例 3.32 设 有 非 线性 方程 组 ; 
0= 妇 -2x-y+0.5 
0= 和 +42 一 4 
设 初始 值 (mn ,go) = (2,000,0.25) ,用 牛 频 法 计算 (Pi ,9))，(ps 9)，(ps，9)。 
解 : 
也 数 向 量 和 雅克 比 给 阵 为 ; 
好-2x -+0.5 


三 (z，7) = 
和 4 和 -4 


， J(xz,y) = 





在 点 (2.00,0.25) 处 的 值 为 : 
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2.0 -1.0 


.25 
Z(2.o0.0.25)=|[0 本， J(2.00,0.25) = 40 2 0 


微分 Ap 和 Ag 是 下 列 线性 方程 组 的 解 : 


.0 -10 
40 2a[s] = -[o5 
通过 直接 计算 可 得 : 
Ap -0.09375 
人 各 [| - 一 dos] 
选 代 的 下 一 点 为 : 
o] ， -oo 49062s] 
六 [ 25 0.0625 =[ 3 
同 理 , 可 得 接 下 来 的 两 点 为 : 
[30 和 


忆 的 值 的 精度 为 小 教 点 后 6 位。 求解 忆 和 已 的 计算 过 程 如 表 3.7 所 示 。 
表 3.7 用 牛顿 法 求解 例 3.32 过 程 中 每 个 选 代 的 函数 值 , 雅 克 比 矩阵 和 匆 分 值 














有 | 求解 线 法 方 答 组 Ap 
“ JPDJAP= - F(P) * 
[| 人 [3 [3 [as 
1 ,906: 8125 一 1.0 一 0.005559: 0.008789- 1.900691 
[ aa] [iax 相 | 全 aolzo] 一 [ed [aa] 
1 .900691 1.80138 一 1.000000- 一 人 .000014- 0.000031 工 .800677 
[ao [wa 2 ap] [ ooomg] 一 [oo [| 
实现 牛顿 法 需要 求解 多 个 久 导 数 。 可 以 利用 数值 逼近 来 近似 这 些 信 导数 ,但 必须 注意 确 
定 适当 的 步 长 。 在 更 高 维 数 的 情况 ,有 必要 利用 本 章 前 面 讲述 的 线性 方程 组 求解 法 求解 AP。 


3.7.7 MATLAB 


程序 3.6 ( 非 线性 Seidel 欠 代 ) 和 程序 3.7 (牛顿 拉夫 申 法 ) 需 要 分 别 将 非 线性 方程 组 尤 = 


GE)、 非 线性 方程 组 丸 ( 下 ) = 0 和 它 的 雅克 比 矩 阵 保存 到 M 文 件 。 例 如 ,分 别 将 例 3.32 


和 





非 线性 方程 组 和 相关 的 雅克 比 矩 阵 保存 到 F.m 和 下 .mm 文 件 中 。 


function Z=FX) function W= JF(X) 
x=X(1)3y=X(2); xX=X(I)iyY=X(2) 
Z = zeros(1,2); W=[2xx-2 -132xx8xy]i 


Z(2) =-x2-2xx-y+0.5 
2z(2) = x2+4y2 -4i 


利用 标准 MATILAB 命令 计算 这 些 函数 ， 


> >&RA= feval("F",[2.000.25]) 


的 
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六 = 


0.2500 0.2500 


> >V=JF([2.000.25]) 


B= 





程序 3.6( 非 线性 Seidel 迁 代 ) 求解 非 线 任 固定 点 方程 组 不 = G( 于 ) ,给 定 初始 近似 
值 Pa ,并 生成 序列 ;Ps} 收 敛 到 解 忆 








function [P,iter] = seiqel(G,P,Geltavmaxt) 


外 Input  - G is the nonlinear System saved in the Mtile G.m 
多 - P is the initial guess at the SolLution 

香 - delta is the error bound 

多 一 max1l is the nunber of iterations 


多 Output ~ Pis khe seidel approximation ko the soluticn 


千 


~ iter is the nuniber of iterations required 


N= length(P); 
fork=1:max1l 
= P; 


革 X is the kth approximation to the solution 
for jj=1:N 


有 = feval( "G" ,X); 
旬 Update the terms of X as they are calculated 
X(J) = A(); 


end 

err= abs(norm(X- P)); 

relerr = err/(norm(X) + eps); 

P= 3 

iter = Ky 

if(err< delta)1(relerr < delta) 


break 


end 


end 


在 下 面 的 程序 中 ,使 用 MATLAB 命令 A\B 求解 线 伯 方程 组 4X = 下 (参见 C@ =- 了-(J 
也))。 使 用 本 章 前 面 开 发 的 程序 代替 这 个 MATLAB 命令 。 选 择 适当 的 程序 求解 线性 方程 纪 
依赖 于 雅克 比 矩 阵 的 大 小 和 特性 。 











程序 3.7{ 牛 顿 拉 夫 申 法 ) 求解 非 线 性 方程 组 玉 ( 天 ) = 0 ,给 定 初始 近似 值 P ,并 生成 
序列 | 肠 4 收敛 到 解 严 





funccicn [Pier,err] = newaim(F,JE,P,delta,epsilonymaxl) 


和 Input  - F i8 the system saved as the MEfile Fn 

向 - OE is the Jacobian of F saved as the MLfile JF.H 
委 -~ P is the initia* approximation to the solution 
吧 - aelta is the toierance for 

钙 - epsilon is the tolerance for F(P) 

多 


maxl is the max:mum number of iterations 
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#Output - Pis the approximation to the solution 

和 - iter is the number of iterations required 
和 - SeTT is 上 he error estimate for P 

Y= feval(F,P)i 


for k= 1;maxl1 
可 = feval(JF,P); 
Q=P-tIAY Di 
= feval(F,Q); 
err=norm(Q-P); 
Telerr = err/(normtQ) + eps) 
PR=oi 
Y=2Z3 
iter=ki 
if (err< delta)1(relerr< delka)1{abs(Y) < epsilon) 
Dreak 
end 
enaq 


3.7.8 求解 非 线性 方程 组 的 迭代 法 的 练习 


1- 求解 下 列 方程 组 的 固定 点 ， 

(aj) <=S8(xzy)=x- 估 
7=ea(zyy)= 一 4+67 

人 bj “=gi(xy)=( 妇 - 闪 -2-3)03 
y=8gz(x,y)=(-Y+y-1)/3 

ke) xz=gi(xzy=sin(y) 
y= pa(X,y)= 一 6z+y 

(dx=gi(z,yz)=9-37-2z 
7= ea(xziy,z)=2- 和 +z 











加 





2z= gs(xyy,z) = -9+3x+47 一 zx 
2 求解 下 列 方程 组 的 零点 。 计 算 每 个 方程 组 在 零点 处 的 雅克 比 和 矩 阵 ; 
(0=A(zy)=2x+y-6 
0= 户 (xy)=x+27 
(b) 0= 记 (xsy7)=3o2+27 -4 
0=.A(x,y)=2zx+2y7-3 
(cj 0= 太 (xy)=2xr-4ecos(y)》 
0= 户 (r,y)=4x sin(y) 
(0= 有 (7 人 = 各 二 从 
0= 户 (xyz= 科 + 和 2 二 2 
0=.(xz,yyz)=x+y 
3.， 对 下 列 方程 组 求解 一 个 在 作 平 面 的 区 间 , 如 果 (pPo,go) 位 于 这 个 区 间 , 则 固定 点 迭代 
保证 收敛 (参见 定理 3.17): 
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x=&I(xy)= (xz 天 -<-3)13 
y=ega(xzy)=(xz+y+l)13 





图 3.7 练习 5 中 的 双 曲 线 和 加 


4 用 固定 点 形式 重 写 下 列 线性 方程 组 。 求 *,y,z 的 边界 ,使 得 对 于 任意 满足 边界 条 件 
的 初始 值 (po, go,m) ,固定 点 选 代 保证 收敛 : 


6xz+ y+ 5=1 

















x+47+ z=2 
x+ 7y+5z=0 
5 对 下 列 给 定 的 非 线 性 方程 组 ,分 别 采 用 (a) 固定 点 途 代 与 式 (14) 和 (b) 利用 方程 式 
(18) 的 Seidel 选 代 。 使 用 初始 近似 值 (ps go) = (1.1,2.0) ,计算 接 下 来 的 3 个 固定 点 
近似 值 : 

















(= 中 -4 + 亿 + (到 曲线 ) 








2xz 一 空 +47y 一 姑 +3 ( 圆 ) 
下 








7 了 = Ba(x，yY) = 





图 3.8 练习 6 中 的 三 次 曲线 和 双 曲 线 


6 对 下 列 非 线性 方程 组 ,分 别 采 用 (a) 国定 点 选 代 与 式 (14) 和 (b) 利用 式 (18) 的 Seidel 
选 代 。 使 用 初始 近似 值 (po, gu) = ( - 0.3, - 1.3), 求 接 下 来 的 3 个 固定 点 的 近似 值 ; 


人 = 生生 划 定 +3 (三 次 前 线 ) 
= Ba(z 人 -= 工 +25-<-2 。。( 双 乾 线 ) 


7. 设 有 非 线 性 方程 组 ， 
0= 几 (xy)= 妆 -YY-0.2 
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0=A(xz,y)= 冯 -和 -0.3 
这 些 抛物 线 交 于 两 点 ,如 图 3.9 所 示 。 
(a) 初始 近似 值 (po ,go) = 《1.2,1.2) ,利用 牛顿 法 计算 (Po ) 和 (pa ,ga)。 
(b) 初始 近似 值 (me ,go) =( -0.2, -0.2) ,利用 牛顿 法 计算 (pl ,9 ) 和 (pa ,gz)。 
8.， 设 有 下 列 非 线 性 方程 组 ,如 图 3.10 所 示 :; 
0= 帮 (xsy)= 妇 + 姑 -2 
0=P(xy)= 和 炒 -1 











图 3.9 练习 ?7 中 的 抛物 线 图 3.I0 练习 8 中 的 圆 和 双 曲 线 


(a) 验证 解 为 (1,D 和 (-1, -1)。 
《b) 如 果 用 牛顿 法 求解 ,存在 什么 样 的 困难 ? 
9 证明 求 解 3x 3 线性 方程 组 的 雅克 比 和 迭代 是 固定 点 选 代 (15) 的 一 个 特例 。 验 证 如 果 3 
x3 线性 方程 组 的 系数 矩阵 具有 严格 对 角 优 势 , 则 满足 条 件 (17)。 
10. 证 明 求解 两 个 方程 的 牛顿 法 可 表示 成 固定 点 迭代 的 形式 ， 
xz= BEILZ7)，yY= gz(x5yy) 
这 里 g(z*,7) 和 人 (xz,y) 表 示 为 : 


帮 人 四 可 (er 及 -Ce 人 有 N(e 们 
































Bi (zy) = 和 一 detJCz,y)7 
户 (z 有 N(e 信 -人 池 6(z 
8a(z，7)》 = 了 一 detCJCx,y)) 


世 , 用 固定 点 选 代 求 解 非 线性 方程 组 (12)。 使 用 卞 面 的 步 又 证 明 式 (16) 中 的 条 件 是 保证 

|(Pe， 9 站 收敛 到 (P, 9) 的 充分 条 件 。 设 有 常量 K,0 < 天 < 1, 因 此 对 位 于 符 形 区 域 
丸 = 间 zy):a<x<byce<y< 寺 中 的 所 有 (*,7), 有 ， 

| 疡 e| 十 上 ea| < 天 
且 : 

| 有 ep 轨 een| < 天 
假设 <c<po<s 且 c<go<do 定义 : 

人 了 和 maxllesl 1 有 十 
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12. 


3.7.9 


对 有 两 个 变量 的 函数 利用 如 下 形式 的 均值 定理 : 


吕 本 吕 四 
et= 刺 8(0a 9e)e 二 ) 本 


玉 :41 了 06) er + ) 束 
这 里 ocx 和 极 位 于 [a, 划 ,而 且 ex 和 帮 位 于 [ec,d]。 证 明 下 列 命题 : 
(a) 1ell 反 下" 且 1 醒 1 和 下 。 
(b) le 过 而 | 过 本 mm 上 有 1 机 1 过 而 ;过 环 m 
(《e) 1et1 二 机 生 玉 ro 旧 1 玉 1 二 丙 二 天 mo 
(d) lm = 书 且 lm se=9 
正如 前 面 指出 的 ,方程 组 (20) 的 雅克 比 窍 阵 是 导数 的 二 维 模拟 近似 。 将 方程 组 (20) 
表示 成 向 量 函 数 Y = 正 ( 龙 ) ,而 且 将 (已 ) 作 为 这 个 方程 组 的 雅克 比 矩 阵 。 给 定 两 个 
非 线性 方程 组 = 严 ( 天 ) 和 了 = G(X) ,并 且 给 定 实数 ,证 明 ， 
(ay JeF(K)) = cy7(RCR)) 
(b) 了 CEF(CE) + G( 和 )) = 7( 瑟 (下 ))+JCG()) 


算法 和 程序 





使 用 程序 3.6 求 解 练习 5 和 练习 6 中 方程 组 的 固定 点 近似 值 ,结果 精确 到 小 数 点 后 10 


位 。 

使 用 程序 3.7 求解 练习 7 和 练习 8 中 方程 组 的 零点 近似 值 ,结果 精确 到 小 数 点 后 10 
位 。 

构造 一 个 程序 ,利用 固定 点 迭代 求解 方程 组 的 固定 点 。 使 用 此 程序 求解 练习 5 和 练 
习 6 中 方程 组 的 轿 定点 近似 值 ,结果 精确 到 小 数 点 后 8 位。 





。 使 用 程序 3.7 求解 下 列 方程 组 的 零点 近似 值 , 结 果 精 确 到 小 数 点 后 10 位 : 


(a) 0= 闪 -x+ 和 认 + 到 -5 


2 
0= 科 + 认 -y+ 刀 -4 
0= 委 + 庆 + 玫 +t 二 6 
(b》 0= 叶 -x+22+ 科 -10 
0=35xz 一 6Yy+3 
0=z- 委 一 入 
(e) 0=(s+l)+(y+1l)2-z 
0=(r-172+ 扫 -zz 
0=4z+272+22 -16 
(qd) 0=9x+3672+422 一 36 
0= 扫 -2 和 -20z 
0=16xs 一 友 一 2 和 -162 
为 了 求解 下 列 非 线性 方程 组 ， 
0=?72 -10x-y-1 
0=8 关 一 117+x 开 
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使 用 MAILAB 在 同一 坐标 画 出 两 个 明 线 。 根 据 画 出 的 图 验证 两 个 曲线 有 9 点 相交 ,并 
估计 相交 点 坐标 。 根 据 这 些 估计 值 ,使 用 程序 3.7 求解 这 些 点 的 近似 值 ,精确 到 小 数 点 
后 9 位 。 





























。 问题 5 中 的 方程 组 可 表示 为 固定 点 的 形式 : 














通过 使 用 计算 机 进行 练习 可 以 发 现 ,无 论 使 用 什么 初始 近似 值 ,利用 固定 点 迭代 ( 利 
用 这 个 特殊 的 固定 点 形式 ) 只 能 找到 9 个 相交 点 中 的 一 个 。 请 问 是 否 存在 其 他 的 固 
定点 形式 ,可 求解 方程 组 中 的 其 他 解 ? 


























图 4.1 (〔) 区 间 [ - 1,1] 内 p(x)] = 1.000000 + 1.000000x +0.500000x? 的 泰勒 多 项 式 扎 z) = er 逼近 
《b) 区 间 [ -13 内 大 *) = 人 的 切 比 雪夫 多 项 式 9(x) = 1.000000 + 1.129772x + 0.532042x? 逼近 


在 组 合 多 项 式 构造 中 有 一 个 相关 的 问题 :给 定 平面 上 的 n+ 1 个 点 (其 中 任意 两 点 都 不 在 一 条 下 
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用 于 评价 库 函 数 ,如 sin(xz),cos(z),e: 的 计算 机 软件 所 使 用 的 计算 过 程 用 到 了 多 项 式 通 
近 。 目 前 最 先进 的 方法 使 用 有 理 函 数 ( 即 多 项 式 的 商 ) ,但 多 项 式 逼 近 理 论 适 合作 为 数值 分 析 
的 人 门 课程 ,因此 我 们 在 这 一 章 中 对 它 进行 回顾 。 设 在 区 间 [ - 1, 内 对 函数 FLx) = e 进行 
二 次 多 项 式 欢 近 ,图 4.1(a) 为 其 泰 惑 多 项 式 结果 ,图 4.1(b) 为 其 切 比 雪夫 多 项 式 结果 。 泰 勒 
多 项 式 的 最 大 误差 为 0.218282 ,而 切 比 雪 闪 多 项 式 的 最 大 误差 为 0.056468。 本 章 将 推导 出 考 
察 这 些 问 题 所 需 的 基本 定理 。 


























甘 


直线 上 ) ,组 合 多 项 式 是 过 这 些 点 的 、 惟 一 日 次 数 小 于 等 于 " 的 多 项 式 。 在 已 知 数据 具有 高 精度 的 情况 


下 冯 
求解 


中 的 重 区 技术 。 例 如 ,过 点 (12),(2,1),(3,5),(4,6),(5,1T) 的 组 合 多 项 式 为 : 


P(z) = 








图 4.2 中 显示 了 点 及 多 项 式 


下 
下 














内 一 82 刀 +427 寻 一 806x +504 
于 
线 。 
yp 





1 


图 4.2 过 点 (1,2),(2,1),(3,5),(4,6),(5,1) 的 组 合 多 项 式 图 


合 多 项 式 有 时 用 来 寻找 通过 给 定数 据点 的 多 项 式 。 构 造 组 合 多 项 式 的 方法 有 许多 种 ;线性 方程 
使 用 拉 格 朗 日 (Lagrange) 系 数 多 项 式 ,构造 分 段 差 分 表 和 牛顿 多 项 式 系数 ,上 述 三 者 都 是 数值 分 析 
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4.1 泰勒 级 数 和 函数 计算 


极限 过 程 是 微 积 分 的 基础 ,例如 ,导数 : 
(0) = 四 信人 生 -AL 


是 差 商 在 分 子 分 母 均 趋 于 0 时 的 极限 。 索 勤 级 数 是 另 一 类 型 的 极限 过 程 , 即 无 穷 多 项 相 加 ,并 
求 部 分 和 的 极限 。 其 重要 应 用 之 一 是 表示 基本 函数 :sin(*),cos(x),e ,jnfy) 等 。 表 4.1 是 一 
些 常用 的 泰勒 级 数 展 开 。 部 分 和 可 求 到 满足 指定 的 精度 要 求 为 止 , 级 数 方法 通常 用 于 工程 和 
物理 领域 中 。 

现在 来 看 怎样 由 有 限 和 得 到 无 限 和 的 较 好 允 近 。 作为 示例 ,我 们 使 用 表 4.1 中 的 指数 级 
数 来 计算 自然 对 数 和 指数 示 数 的 基 ,e = e!。 选 择 * = 革 , 并 计算 级 数 ， 


四 
人 + 下 + 殉 + 末 + 有 + + 机 + 











表 4.1 一 些 常 函数 的 泰勒 级 数 展 开 





an(a=x- 亲 + 条 -于 4 对 所 有 > 
on-=1- 条 + 阁 - 部 + 对 所 有 > 
orz+ 条 + 和 + 条 + 对 所 有 = 
Ga=xz- 权 + 和 - 阁 + -1sssl 
aetan(x) = -和 + 于 -和 + -sxs1l 
《1+xz)2 = 1+pr+ BSPDay ae- 是- 人 2 1x1 < 上 





江 节 中 对 无 穷 级 数 的 和 的 定义 要 求 部 分 和 Su 收 伍 于 一 极限 。 表 4.2 中 列 出 了 这 些 和 











的 值 。 
甫 4.2 计算 6 的 部 分 和 S， 
S =1+ 了 + 十 + 二 
1 2 思 

0 1.0 

1 2.0 

2 2.5 

3 2.666666655666. 

4 2.708333333333，.. 

5 2.716666666666、 

6 2.718055555555、、 

7 2.718253968254.. 

8 2.718278769841.. 

9 2.718281525573、，， 

10 2.718281801146、，. 

二 2.718281826199... 

12 2.718281828286... 

13 2.718281828447 

4 2.718281828458、.. 

5 2.718281828459、，. 
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一 种 自然 的 考虑 方法 ,是 将 函数 的 等 级 数 表 示 看 作 一 种 次 数 递 增多 项 式 的 极限 情况 : 若 有 
足够 的 项 相 加 , 册 可 得 到 精确 的 逼近 。 这 一 点 需要 精确 化 ,选择 什么 次 数 ? 怎样 计算 多 项 式 中 
的 系数 ? 定理 4.1 将 回答 这 些 问题 。 
定理 4.1( 素 勒 多 项 式 逼 近 ) 设 /E C”"[a,2], 而 xE[a,b] 为 固定 值 。 若 *E[e,b], 则 
有 : 








sx)= PCz)+ 可 Cs) (1) 
其 中 Pv(s ) 为 一 多 项 式 , 可 用 来 近似 疙 x): 
站 有 
xs) = Ph(xz) = 六 人 oo (2) 


误 关 项 Ex ) 为 ; 
玉 (O = 区 入 及 Peim G) 
ce(s) 为 * 和 加 之 间 的 某 点 。 
证 明 留 作 练习 。 


《2) 式 说 明 如 何 计算 夫 勤 多 项 式 系数 ,虽然 误差 项 (3) 中 有 一 个 类 似 的 项 ,注意 Perb(e》 
在 不 确定 点 “处 求 值 , 依赖 于 值 *。 因 此 我 们 不 对 杷 (x) 求 值 ,只 用 它 来 确定 一 个 界 ,作为 通 
近 的 精确 度 。 

例 4.1 说 明 为 什么 要 得 到 表 4.2 中 13 位 数字 的 近似 e = 2.718281828459, 只 需 15 项 。 
在 点 各 =0, 将 xz)= 上 展开 为 15 阶 泰勒 多 项 式 ,其 中 指数 项 为 (x -0 = 好 ,而 导数 项 
为 (sz)=P(z)=…=J9=e 前 15 项 导数 用 于 计算 系数 al = eco/81, 可 写 为 ; 














Pa(a=1+z+ 碍 + 亲人 (4) 
在 式 (4) 中 令 zx = 1 ,得 到 部 分 和 8 = Ps(1)。 剩 余 项 用 于 计算 各 近 的 精度 ， 
本 (= 全 生生 (5) 


由 于 选择 了 wo =0 和 x=1, 因 此 值 c 位 于 它们 之 间 ( 即 0<c<1), 故 ee< e'。 注意 表 4.2 
中 的 部 分 和 上 限 为 3, 两 不 等 式 合并 得 ee <3, 代 入 下 面 的 计算 ,有 有 ， 


16) 人 
18a(D1= 芝 放 < 辣 < 户 <1.433844x10-9 


从 而 ,在 近似 值 ex<2.718281828459 中 的 每 一 位 都 是 有 效 数 字 , 因 为 实际 误差 (不 营 是 多 

少 } 在 小 数 点 后 第 13 位 必然 小 于 2。 

下 面 将 讨论 有 关 逼 近 的 一 些 特点 ,而 不 给 出 定理 4.1 的 严格 证 明 (读者 可 在 任何 一 本 微 积 
分 标准 教材 中 找到 更 多 详细 的 讨论 )。 再 次 以 函数 Kx) = e- 和 值 w = 0 为 例 ， 由 基本 微 积分 
可 知 ,在 点 (zx,e) 处 ,曲线 y = 处 的 斜率 是 六 (x) = 呈 , 故 点 (0,1) 处 曲线 的 切线 为 /(0) = 
1 点 (0,1) 处 曲线 的 切线 为 y= 1+ x; 在 定理 4.1 中 用 六 =1 可 得 出 相同 公式 , 即 己 (z) = F(O0) 
+A(O)z1=T+x 因 此 已 (xz) 为 该 曲线 的 切线 , 见 图 4.3。 

可 以 看 出 穆 近 e = 1+ x 在 中 心 x = 0 附近 较 好 ,而 随 着 * 远离 0 点 ,两 条 曲线 之 间 的 距 
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离 增加 。 注 意 两 条 曲线 在 (0,1) 处 的 斜率 相等 ,在 微 积分 中 可 知 一 条 曲线 的 二 阶 导数 指示 它 是 
上 凹 或 下 止 。 若 曲线 7= 疙 xz) 和 7y=g(x) 满 足 玉 xzo)=g(xo), (xzo)=8(xo) 和 (xo)= 
(xzo) , 则 它们 在 z 处 有 相同 曲率 ?。 对 于 逼近 函数 所 zx) 的 多 项 式 ,这 是 一 个 良好 的 属性 , 推 
论 4.1 说 明 ,对 Nz2, 泰 勒 多 项 式 具有 这 一 属性 。 























图 4.3 7= 拓 和 7y= 刀 (xz)=1+x 的 曲线 
推论 4.1 若 书 为 定理 4.1 给 出 的 W 次 泰勒 多 项 式 , 则 : 
PP 人 (zxo) = (zxo) 天 =0,1 和 (6) 


证 明 : 令 式 (2) 和 式 (3) 中 = ao 结果 为 Pu(so) = 加), 则 当 上 = 0 时 (6) 式 成 立 。 对 (2) 
式 右 员 求 导 , 得 ， 
四 -1 二 一 
Pr =- 写 丰 全- 号 六 ec 0) 
令 0) 中 x= mm, 风 得 Pv( 后 ) = 刻 (aa), 故 当 大 = 1 时 (加 式 成 立 。 对 (7) 式 连续 求 导 可 证 因 (6) 
式 对 其 他 情况 也 成 立 , 详 细 证 明 过 程 久 作 练习 。 
由 推论 4.1 可 知 ,y = 尸 (z) 具 有 属性 Fr(xo) = 己 (zo), 六 (mm) = 疡 (xzo) 和 随 ”(xzo) 
= ze(xo), 故 它 们 在 so 处 有 相同 遇 率 。 例 如 ,图 4.4 为 Fa) = e 和 忆 (z)=14 +zz12, 可 以 
看 出 在 (0.1) 点 处 它们 有 相同 的 曲线 形态 。 

















吕 

6 

4 人 中 
J 记 加 2 





2 5 1 站 


图 4.4 7= 上 和 7y= 户 (x)=1+x+22 曲 线 
在 逼近 理论 中 ,我 们 总 是 试图 寻找 解析 范 数 9 7x) 在 区 间 [e， 缮 内 的 精确 多 项 式 允 近 ,这 是 
开发 计算 机 软件 时 使 用 的 技术 之 一 。 泰 勘 多 项 式 的 精度 随 W 的 增长 而 提高 ;而 通常 ,任何 给 定 





中 曲线 y= 灭 x) 在 (zyo) 处 的 曲率 才 定 义 为 帮 = IF"(zo)1(1+ [PCxo) 了 22。 
久 函数 所 x) 在 m 处 是 解析 的 , 若 它 有 连续 的 各 阶 导数 , 则 在 xo 附近 的 一 个 区 间 中 可 表示 为 泰勒 级 数 。 
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多 项 式 的 精度 都 将 随 x 远离 中 心 点 xo 而 降低 。 因 此 ,我 们 必须 选择 足够 大 的 W, 并 限制 最 大 值 
1x ~ xo1 ,使 得 误差 不 会 超过 给 定 限 度 。 若 选择 区 间 宽 度 为 2R, 而 xo 位 于 区 间 中 心 ( 即 1x - 税 1 
< 丸 ), 则 误差 绝对 值 满足 关系 : 














| 误差 1- | 丽 (D1sr (9) 


其 中 MsmaxiIA (zl:a0 -及 二 > 二 z+ 及 |。 若 所 有 导数 一 致 有 界 , 则 式 (8) 中 的 误差 界 与 可 :37(N 
+ 了 成 正比 ,并 且 在 六 增加 而 有 固定 时 或 w 恩 定 而 刃 趋 于 0 时 递减 。 表 4.3 显示 了 这 两 个 参数 的 先 
择 对 区 间 1x1< 员 内 逼近 e 一 户 (x) 的 精度 影响 , 当 N 最 大 而 尺 最 小 时 误差 最 小 。 图 4.5 给 出 了 己 ， 
PP 的 曲线 。 


表 4.3 在 区 间 1xls 月 内 通 近 er =- Puvt 思 的 误差 限 | 误 差 1 < enF*7(N+ 人 的 什 
























































T Rs=20Tzls20 ] RsL5jzlst9 [ReTOIISLO | REO5TITS05 
杰 () 0.55680499 0.07090172 .00377539 0.00003578 
人 Po 人 0.18765857 0.01519323 10.00053934 0.00000256 
人 0.04691464 0.00284873 0.00006742 0.00000016 
巴 (ai) 0.01042548 0.00047479 0.00000749 0.00000001 























世 1 1 


图 4.5 y=ey= 户 (zy= 户 (要 和 y= 已 (x) 的 曲线 

例 4.2 求 各 近 多 项 式 efw 已 (xz) 在 区 间 1z1s1.0 和 1x1s0.5 内 的 误差 界 。 

车 151s1.0, 则 今 玉 =1.0, 由 (8) 式 中 的 IJ (ec) 1= 1eclse= 有 有 ; 
lemorl = 1 有 (1<E 仙 07 ~0.00000749 

若 1z1<0.5, 则 今 玉 =0.5, 由 (8) 式 中 的 /ofe) | = ielseos-= 太 有 ， 
lemerl = 1 应 (< 安全 5 ~0.o000000l 





由 
3x107 
DTEo( 
2Xi07 
1X10 
-0 05 000 05 19 


图 4.6 误差 7= 术 (z)=e- 丁 (x) 昌 线 
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例 4.3 若 几 x)=e, 证 明永 =9 是 满足 区 闻 [ - 1,1] 内 1 误差 1= | 囊 (x)1<0.0000005 的 最 小 
整数 。 因 此 局 (x) 可 用 来 计算 er- 的 近似 值 , 精 确 到 小 数 点 后 第 6 位。 需要 找到 满足 
的 最 小 整数 。 


lemorl = ICois 人 证 < 0.0000005 
由 例 4.2 知 ,N=8 太 小 , 故 试用 六 =9, 并 发 现 | 配 (z)1 生 e(1)*11(9+ 1)! 二 0.000000749, 该 值 
略 大 于 需要 值 ,故我 们 很 可 能 选择 N = 10。 但 在 确定 误差 限时 我 们 使 用 的 是 er 二 et 作为 粗略 
估计 ,因此 0.000000749 只 比 实际 误差 稿 大 了 一 点 。 图 4.6 显示 了 西 (xz) = er - 已 (xz) 的 曲线 ， 
注意 最 大 重 直 距离 约 为 3x 10-7, 在 右 端点 (1, 本 (1)) 处 。 实 际 上 ,该 区 间 内 的 最 大 误差 为 配 (T) 
=2.718281828 - 2.718281526=-3.024x 10 ,因此 ,N=9 就 够 了 。 


4.1.1 多 项 式 计 算 方法 


计算 多 项 式 有 多 种 数学 上 等 价 的 方法 。 例 如 ,考虑 函数 : 
iD) = 人] (9) 

扩 s) 的 计算 需要 用 到 指数 函数 ,或 用 二 项 式 公式 将 7z) 展 开 为 = 的 宕 ; 
天 四 = 人 人 - 


0 





= 末 -8i +28o5 -56x+70x -5622 +2862 -8x+1 《10) 
和 霍 纳 (Homer) 方 法 ( 见 1.1 节 ) ,也 称 为 嵌 套 乘法 ,可 以 用 来 计算 式 (10) 中 的 多 项 式 , 式 (10) 
用 堆 纳 方法 改写 为 : 
za)=(CCCCCGr-8)s+28)w-56)s+70)z-56)z+28)s -8)xz+1l (11) 
这 样 计 算 .As) 需 要 7 个 乘法 和 8 个 加 ( 减 ) 法 ,从 而 消除 了 指数 函数 的 计算 。 
我 们 以 一 个 与 表 4.1 中 的 泰勒 级 数 和 定理 4.1 中 的 泰勒 多 项 式 相关 的 定理 来 结束 本 节 。 


定理 4.2( 泰 勒 级 数 ) 设 jx) 是 解析 的 ,并 在 包含 m 的 一 个 区 间 (e ,5) 有 连续 的 各 阶 导数 N 
=12,…。 设 泰勒 多 项 式 (2) 趋 近 于 一 个 极限 : 








站 有 
5 = 闸 P(9 = 加 岂 户 全 (ec (D) 
上 =D 
则 (sx) 有 泰勒 级 数 展开 ， 
甸 
[= 站 oo (9) 





证 明 : 直 接 由 节 1.1 中 的 级 数 收敛 定义 得 到 。 极 限 条 件 通常 描述 为 当 六 趋 于 无 穷 大 时 ， 
误差 项 趋 于 0, 因此 式 (13) 成 立 的 一 个 充 要 条 件 是 : 

FeDKc) (zx 0 Ja _ 

【7w+TT 


四 杞 (= 可 


0 (14》 





其 中 依赖 于 入 和 zx。 
4.1.2 习题 
1， 设 所 x) =sin(x), 应 用 定理 4.1， 
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(a) 对 xo =0, 计 算 户 (x*), PCz) 和 Po(x)。 
(b) 证 明 : 若 1xz1<1, 则 台 近 多 项 式 ; 
sin(z)=x- 打 + 末 + 和 + 仙 
有 误差 限 1Eo(x)1< 101 < 冯 2.75574x10。 
(e] 用 和 = x14, 计 算 P(x), 其 中 包含 (x - r14) 的 宕 函数 。 
设 /xz) = eos(x) ,使 用 定理 4.1， 
(a) 对 xo =0, 计 算 Pi(x),Po(z) 和 Ps(x)。 
(b) 证 明 : 若 1x1<1, 则 通 近 多 项 式 ， 
os(z=1- 条 + 条 -条 + 攻 
有 误差 限 ! 柚 (x*)1< 1/91 二 2.75574 x 10-。 
(e) 用 wo = r/4, 计 算 PCx) ,其 中 包含 (x - <M4)) 的 寡 画 数 。 
函数 xz) = * "在 点 如 =0 和 .的 x) = x22 附 近 是 否 存在 素 勒 级 数 展开 ? 试 证 明 你 的 结论 。 
《a) 求 函 数 扎 z) = HCL+ x) 在 wm =0 附 近 m=5 的 素 勒 多 项 式 。 
(《b) 求 (a) 中 的 逼近 多 项 式 的 误差 项 丁 (>)。 
求 函数 . Kx) = 。- "在 =0 附 近 w=3 的 素 勒 多 项 式 。 
求 函数 A(x) = 呈 -222 +2x 在 =1 工 附近 =3 的 泰 鞭 多 项 式 P, (xz), 并 证 明 
所 zx) = Pi(z)。 
(Ca) 求 函 数 Kx) = z2 在 x=4 附 近 N= 5 的 泰勒 多 项 式 。 
(b) 求 函 数 Ax) = xz2 在 x=9 附 近 w=S 的 泰勒 多 项 式 。 
《e) 判断 (a) 和 (b) 中 鲫 个 多 项 式 更 好 地 逼近 (6.5) 岂 。 
对 7(x) = (2+ x)52, 使 用 定理 4.1， 
(a) 求 ma = 2 附近 的 素 勤 多 项 式 Ps(x)。 
《hb) 用 已 (zx 计算 32 的 近似 值 。 
《e) 求 区 间 1< es3 内 1 (Ce) 1 的 最 大 值 ,并 计算 1E:(x)1 的 界 。 
求 在 x =0 附 近 需 要 展开 的 素 勒 多 项 式 Pv(x) 的 次 数 ,使 得 对 ee:! 的 逼近 误差 小 于 10-6。 
































- 求 在 zx = 附近 需要 展开 的 泰勒 多 项 式 Pw (x) 的 次 数 ,使 得 对 coa(33x/32) 的 逼近 误 


差 小 于 10…。 


(g) 求 PCz)= 】 iooa(2) 必 在 xo=0 附 近 w=4 的 秦 勒 多 项 式 。 


《b) 用 泰勒 多 项 式 求 P(0.1) 的 近似 值 。 
(e) 求 (hb) 中 近似 计算 的 误差 界 。 


.《a) 对 1x1<1 区 间 内 的 几何 级 数 ; 


1 
主 京 =1 富 + 村 其 中 zl<1 


两 端 逐 项 积分 ,得 : 





站 
arclan(x) = x -村 + 生 - 拖 +…, 其 中 lz1<1 
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(b) 利用 x16 = aretan(3- 2) 和 (a) 中 的 级 数 ,证 明 : 
3-1 3-2 3-3 3-4 
汪 + 
(ec) 利用 (b) 中 的 级 数 ,计算 精确 到 8 位 数字 的 = 值 : 
s<3.141592653589793284.. . 
13. 利用 灰 x) = In(1+ x) 和 xo =0, 并 使 用 定理 4.1， 
(a) 证 明 Fe(z) =(- 虽 和 (人 (( 才 -DIDACL+ zx) 
(b) 证 明 次 泰勒 多 项 式 为 ; 


2 
Pr(o]=x- 林 + 本 -等 + 和 + 


(e) 证 明 Pv(x) 的 误差 项 为 : 


x=32x2(1- 


(一 TAI 
六 


(一 Dos 
(CNW+I)1I+ec) 

《d) 计算 刀 (0.5),Pe(0.5)， Ps(0.5) ,并 与 jn(1.5) 进 行 比较 。 

《e) 证 明 若 0.0< xz 和 0.5, 则 坎 近 多 项 式 ， 

D(z)=x- 汪 + 和 -…+ 末 - 守 : 生 
具有 误差 界 1 本 1 二 0.00009765。 

14. 二 项 式 级 数 。 设 Kx) = (1+ x)", 且 xo=0。 

(a) 证 明 ,P (zx) = P( 忆 -1)…(P 一 下 +ED(1+z)2 4 

(b) 证 明 其 w 次 泰勒 多 项 式 为 : 

Po(x) -1+ mm+ PE 和 PCP= 1 人- TD 


玖 v(x) = 











《e) 证 明 ， 
本 (z)=Pp(P-1)…(p-AN)z77C+c)srreN+1DID) 
《9) 令 P= 112 ,计算 忆 (0.5),P,(0.3) 和 媚 (0.5) ,并 与 (1.5)22 进 行 比较 。 
(e) 证 明 若 0.0<x<0.5, 则 逼近 多 项 式 : 
0+ ma"v1+ 喜 - 科 + 委 -多 + 玫 
有 误差 界 1 Bs 1<(0.5)6(211024) = 0.0003204… 
(f 证 明 若 P = AN 为 一 正 整 数 , 则 : 
Prv(xz)=1+t+ 


注意 这 是 著名 的 二 项 式 展开 。 
15. 求解 ,使 得 对 任意 1 有 .1<10-<, 有 ix -xl<cos 
(a) 设 六 xz) = oos(z), 且 加 =0o 
(b) 设 .六 xz) = sin(x), 且 xo= /2。 
(ec) 设 Ax)=e, 且 x=0。 
16. (a) 设 7= As) 为 一 侦 函 数 ( 即 ,对 于 /定义 域内 的 所 有 xz,F - x) = Fx)),P(x) 具 
有 什么 性 质 ? 





2 
AD 了 二 ET 
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(b) 设 y= 成 xz) 为 一 奇 函 数 ( 即 ,对 于 了 定义 域内 的 所 有 xz,A -zx)= -天 zx))，PwGx) 
只 有 什么 性 质 ? 

17. 设 y= 扰 *) 为 一 六 次 多 项 式 , 若 瑟 ao) >0, 且 . 方 (xxo) 关 0 证明:/ 的 所 有 
实 根 小 于 xo。 提 示 :将 /在 xm 附近 展开 为 泰 勤 多 项 式 。 

. 没 Kx) = e ,利用 定理 4.1 计 算 xz =0 附 近 的 Pv(z),N=12,3…。 证 明 : Puv(x) 的 
每 个 实 根 有 小 于 等 于 1 的 重 数 。 注 意 : 若 P 为 多 项 式 P(z) 的 对 重 根 , 则 它 是 产 (xz) 
的 MW-1 重 根 。 

. 通过 PW (x) 的 表达 式 和 下 式 ; 

PN(xo)=FO(xro) 下 =2,3，…,N 
完成 推论 4.1 的 证 明 。 

习题 20 和 21 完成 对 泰勒 定理 的 证 明 。 

20. 设 8 及 其 导数 g849( 划 ,= 本 2,…,N+1 在 区 间 (a,6) 内 连续 ,xo 为 区 间 内 一 点 。 
若 存在 两 个 不 同 的 点 * 和 xm ,满足 g(*)=0, 且 gzo)=gr(zo)=…gt(m), 证 明 : 
存在 一 个 值 在 x 和 xo 之 间 , 且 go5(ec) =0。 

说 明 : 注意 &(:) 为 上 的 函数 , 值 * 和 xo 应 看 作 与 变量 : 相关 的 常数 。 
提示 :利用 罗 尔 定理 (第 1.1 节 , 定 理 1.5) ,在 以 xe 和 x 为 端点 的 闭 区 间 内 找到 点 ce ， 
满足 gf(e) = 0。 再 对 gr( 避 和 以 mo ,et 为 端点 的 区 间 应 用 罗 尔 定理 ,找到 满足 式 c: 
的 数 好 (ez)。 依 此 类 推 , 直 到 找到 cv ,满足 gr(evs) =0。 
21. 利用 练习 20 的 结果 和 函数 ; 
人 一) 


8( 引 = 六 ti- Pufi)- 可 (7 
中 Pv(x) 为 W 次 泰勒 多 项 式 ,证 明 误差 项 及 (xz) = FLx) - 忆 (x) 形 如 : 


已 (=Aro(o) 生 站 2 
提示 : 找 出 &“' " (七 ,并 求 其 在 := e 处 的 值 。 


4.1.3 算法 与 程序 


MATLAB 的 矩阵 特性 使 我 们 能 够 快速 地 计算 一 个 函数 在 多 个 点 处 的 值 ,例如 , 若 X=[ -1 
0 1], 则 sin(X) 将 产生 [sin( - 1) sin(0) sin(1)]。 类 似 地 ,车 X= - 1:0.1:1, 则 了 =X 将 得 
到 一 个 与 X 同样 维 数 的 徐 阵 Y, 其 值 为 正弦 函数 的 值 。 遂 过 定义 矩阵 D = [X'Y'] ,这 两 个 
行 矩 阵 可 以 输出 为 表 (注意 :矩阵 X 和 了 必须 有 相同 的 长 度 )。 
1 (a) 用 plot 命令 ,在 同一 幅 图 中 绘制 区 则 - 1< *<1 内 的 sin(x) ,以 及 习题 上 中 计算 出 
的 P:(x) ,Pr(xz) 和 Po(xz)。 
(b) 建立 一 个 表 , 其 列 为 在 区 间 [ - 1, 菇 内 以 等 距 的 10 个 点 * 上 的 sm(z),Py(x)， 
Pi(x)，Po(xz)。 
2 〈a) 用 plot 命令 在 同一 幅 图 中 绘制 出 区 间 - 1<x 生 1 内 的 cos(x) ,以 及 习题 2 中 计算 出 
的 Pi(x),Pe(xz) 和 Ps(xz)。 
(b) 建立 一 个 表 , 其 列 为 在 区 间 [ - 1, 内 等 距 的 19 个 点 * 上 的 cos(x), P(x)， 
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Pa(x) ,Pa(xz)。 


4.2 插值 介绍 


在 第 4.1 节 中 我 们 了 解 了 如 何 用 泰勒 多 项 式 来 青 近 函数 /(x) ,构造 泰勒 多 项 式 所 需 的 信 
息 是 *e 处 的 了 及 其 导数 值 。 该 方法 的 缺点 之 一 是 必须 知道 函数 的 高 阶 导数 值 ,而 通常 的 情况 
是 ,它们 要 么 无 法 得 到 ,要 人 么 难以 计算 。 

假设 函数 y = A(z) 在 w+ 1 个 点 (zz), (xywyyw) 处 的 值 已 知 ,其 中 值 wm 在 区 间 [e， 
四 上 分 布 , 且 满 足 : 








G 委 KK 用 和 = 成全) 
则 可 以 构造 一 个 过 这 w + 1 个 点 的 N 次 多 项 式 P(z)。 在 构造 中 ,只 项 知 道 x 和 ) 的 数值 ,而 
不 需要 高 阶 导 数值 。 可 在 整个 区 则 [ec ,5] 内 困 多 项 式 P(x) 来 台 近 (zx) ,然而 , 若 需 要 求 误差 
函数 ECx) = 所 zx) - P(x), 则 需要 知道 A"*2(x) 及 其 值 的 范围 , 即 : 
”=maxllFAD(z)lyesxs 引 
统计 和 科学 分 析 中 经 常 出 现 函 数 7 = Kx) 只 在 w+ 1 个 点 ( 必 , 思 ) 处 已 知 的 情况 ,需要 一 
种 方法 来 近似 求 得 扎 x) 在 其 他 点 上 的 值 。 车 已 知 值 存在 显著 误差 , 则 需 考虑 第 5 章 中 的 曲线 
拟 合 方法 。 但 是 , 若 (sx ,y) 已 知 具 有 高 精度 , 则 可 以 考虑 通过 这 些 点 的 多 项 式 函 数 y = P(z)。 
当 xo<x<xn 时 ,近似 值 P(x) 称 为 “内 插值", 当 x< x 或 mw <x 时 , 称 P(z) 为 "外 插值 "。 在 
数值 差分 .数值 积分 以 及 绘制 经 过 给 定点 的 曲线 的 软件 算法 中 ,都 有 用 多 项 式 来 计算 函数 近似 
值 的 情况 。 
下 面 简要 地 回顾 一 下 如 和 何 计算 多 项 式 P(x): 
P(z) = an + CN 二 0 1) 


直 纳 方法 是 一 种 有 效 的 计算 方法 。 导 数 己 (x) 为 : 




















已 (xz)= Ware + (1)ar ia 十 203 妇 二 (2) 
而 满足 (>) = P(z) 的 不 定 积分 Kx) = | P(x)d 为 ， 
wa1 ， 3 ， 
人 z)= 穷 末 2 + + 区 +aox+C (3) 








其 中 C 为 积分 常数 。 算 法 4.1( 本 节 末 尾 ) 给 出 如 何 将 直 纳 方法 用 于 瑚 (xz) 和 Kx) 的 计算 。 
例 4.4 多 项 式 P(z) = -0.02x3 +0.222 一 0.4x+1.28 通过 4 个 点 ;(1,1.06),(2,1.12)，(3， 
1.34),(5,1.78)。 计 算 :(a) P(4),(b) 已 (4),(e) fiP(x)drs(d) P(5.5),(e) 给 出 
如 何 计算 P(x) 的 系数 。 
对 x =4, 利 用 莫 法 4.1(i) - (证 } (等 价 于 表 1.2 中 的 过 程 ) 进 行 计算 : 
(a) 5 = as = -0.02 
六 = az+ix=0.2+(-0.02)(4)=0.12 
三 =art+box= -0.4+(0.12)(4)=0.08 
io=ao+ix=i28+(0.08)(4) =1.60 
内 插值 为 P(4) = 1.60 ( 见 图 4.7(a])。 
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人 b)》 中 =3ai = -0.06 
di =2a+ 由 xz=0.4+(-0.06)(4) =0.16 
=o+dx= -0.4+(0.16)(4) =0.24 
数值 导数 为 妃 (4) =0.24 ( 见 图 4.7(h))。 


(9) 训 = -0.005 


2 


站 二 本 十 部 = 0.06666667 + ( -0.005)(4) = 0.04666667 
，_ @G 
ia 
站 = ao+ix=1.28+( 一 0.01333333)(4) = 1.22666667 
z=0+x=0+(1.22666667)(4) =4.90666667 


+Dx= -0.2+(0.04666667)(4) = -0.01333333 


切线 斜率 为 P(4) 


2.0 (5.3 PCG5 5) 
4) 


(人 P04)》 





图 4.7 《〈a) 有 逼近 多 项 式 P(x) 可 用 于 内 插 点 (4, P(4)) 和 外 插 点 (5, P(5)) 
(b) 对 通 近 多 项 式 P(*) 求 导 , 县 由 严 (z) 计 算 内 揪 点 (4, P(4)) 的 斜率 


于 是 ,7(4) = 4.90666667。 类 似 地 ,7(1) = 1.14166667。 因 此 ，[*P(z) 由 = 54) -7 
=3.765( 见 图 4.8)。 





图 4.8 对 逼近 多 项 式 P(x) 求 积分 ,并 用 其 不 定 积分 计算 区 间 1< x<4 内 曲线 下 的 面积 
(d) 对 = 3.5, 利用 算法 4.1(1) 有 : 
ta= oa= -0.02 
刀 =o+bxz=0.2+(-0.02)(5.5) = 0.09 
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8 = at+Bx= -0.4+(0.09)(5.5)=0.095 
加 =m+axz=128+(0.095)(5.5) =1.8025 
外 和 猫 值 为 P{(5.5) = 1.8025 ( 见 图 4.7(a))。 
(e) 可 以 用 第 3 章 的 方法 计算 系数 。 设 P(x) = 4+ 酌 + Ce2+ Ba, 则 在 每 个 点 Y= 1,2， 
3,5 处 有 关于 4,B,C, 忆 的 线性 方程 ， 
dxr=1l:4+18+1C+1D=1.06 
dx =2:4+2B8+4C+8D=1.12 
4 =3:4+3 有 +9C+27 万 =1.34 (4) 
:4+58+25C+125 万 =1.78 
式 (4) 的 解 为 :4 =1.28,= -0.4，C=0.2, 了 = -0.2。 


明 该 方法 来 求解 系数 在 数学 上 是 可 行 的 ,但 有 时 和 矩阵 难以 精确 求解 ,本 章 设计 了 专门 针对 
多 项 式 计算 的 算法 。 

到 利用 多 项 式 计算 一 已 知 函 数 的 近似 值 问题 。 在 第 4.1 节 中 介绍 过 ,Fr(x)=Jn(I+ x)》 
的 5 次 泰勒 多 项 式 为 









酒 





了 怠 


TCD) =-x- 生 + 全 -于 + 于 (5) 

若 在 区 间 [ - 1,1] 内 用 F(x) 来 近似 mn(1+ *), 则 在 * =0 处 其 误差 为 0, 而 在 * = 1 处 ( 见 

表 4.4) 误 差 最 大 ;实际 上 ,7(1) 与 正确 值 mn(2) 之 间 的 误 盖 为 13 色 。 要 找到 一 个 能 在 区 间 [0， 

1] 内 更 好 地 台 近 in(1+ x) 的 5 次 多 项 式 。 例 4.5 中 的 多 项 式 P(x) 是 一 插值 多 项 式 , 且 在 区 间 
[0, 了 1] 内 以 不 超过 0.00002385 的 误差 逼近 In(1+ *)。 


表 4-4 [0,1] 内 5 次 泰勒 多 项 式 T( X, 以 及 数 n{1+ 对 和 误差 nt1+ X) - T( xj 的 值 




















泰勒 多 项 式 函数 误 卷 
F(z) in(1+ xs) IJn(lI+ 3) 一 了 (z) 
0.0 人 .00000000 0.00000000 0.00000000 
0.2 0.18233067 0.18232156 一 0.00000911 
0.4 0.33698133 人 ,33647224 一 0.00050909 
0.6 0.47515200 0.47000363 一 0.00514837 
0.8 0.61380267 0.58778666 一 0.02601601 
1 .0 0.78333333 0.69314718 一 0.09018615 





例 4.5 考虑 函数 所 xs) = n(1+x) 和 基于 6 个 节点 必 = 115, 庆 =0,1,2,3,4,5 的 多 项 式 ， 
P(xz) = 0.02957206x: -0.12895295x4 + 0.28249626xs 
一 0.48907554x? + 0.99910735x 
下 面 是 对 近似 P(x)=:ln(1 + 部) 的 经 验 描述 : 
1 在 每 个 节点 上 有 已 ( 失 ) = 成 )( 见 表 4.5)。 


表 4.5 例 4.5 中 的 逼近 多 项 式 P( xj 和 函数 开 x) = 上 (1+ 轨 及 误 奖 EX 在 [ -0.1,1.1] 内 的 值 

















枯 吉 近 多 项 式 函数 误差 
亚 (s) 扎 x)=ln(l+z) 吾 (x) = 汽 z) - PKx) 
一 0.1 一 0.10509718 一 0.10536052 一 0.00026334 
0.0 0.00000000 0.00000000 0.00000000 
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{ 续 表 ) 
台 近 多 项 式 函数 误差 
“ P(a) 六 =in(l+ za Et =ACeD -PC 
0 0.09528988 | 008 0.00002030 
0.2 0.18232156 0.18232156 0.00000000 
0.3 0.26237015 0.26236426 一 0.00000589 
0.4 0.33647224 0.33647224 0.00000000 
0.5 0.40546139 0.40546511 人 0.00000372 
0.6 0.47000363 0.47000363 0.00000000 
0.7 0.53063292 0.53062825 一 0.00000467 
0.8 0.58778666 10.58778666 0.00000000 
0.9 0.64184118 0.64185389 0.00001271 
1.0 0.69314718 0.69314718 0.00000000 
【1.1 0.74206529 0.74193734 0.00012795 














-0.1,1.1] 内 最 大 误差 在 x = -0.1 处 , 且 对 ~0.1 生 zx 扣 1.1 有 1 误差 1<0.00026334 


( 见 图 4.10) ,因此 曲线 了 = PP(x) 与 y=In(1+x] 有 几乎 重 合 ( 见 图 4.9)。 


06[ =ln0+ 好 


04 


02 上 











0.0 02 04 06 08 1.0 


图 4.9 7= P(z) 的 曲线 , 它 "在 曲线 y=ln(l+ xz) 上 方 ” 图 4.10 误差 y= B(z) = n(1+ x) - P(z) 的 曲线 


3. 


4 





0, 内 的 最 大 误差 在 x = 0.06472456 处 , 且 对 0<x sl 有 1 误差 | 二 0.00002385( 见 图 
.10)。 


注 : 在 节点 妇 处 有 成 各 ) = 已 (如 ), 故 在 一 节点 处 有 巨 (如 ) = 0。 尼 (x)=Fxz)-P(x) 看 
起 来 象 一 个 振动 的 弹簧, 其 节点 处 是 位 移 为 0 的 横 举 标 。 





算法 4.1( 多 项 式 计算 ) ”用 黎 纳 方法 计算 多项式 P(*)、\ 其 导数 己 (z) 以 及 积分 








JP(xz)d 的 值 
INPUT 1P(x) 失 数 | 
INPUT 4(0) ,4(1) 4(N) PCx) 系 数 | 
INPUT C 1 积分 常数 | 


INPUTX 1 独立 变量 | 
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6 计算 P(xz) 值 

BCN): =ACN) 

FORK= 六 -1 DOWNrO0DO 
于) :二 由 () 十 呈 ( 天 十) 拉 帮 

PRINT “The value P(xz) is" ,下 (0) 


压缩 版 : 

Poy :=4(N) 

FOR 大 = 站 -1DOWNIO DO 
Poly: = 4(K)+Polyy 于 

PRINTThe waue PCzjig Pay 





《ii 计算 严 (x) 值 
D(N-D:=Ae4(R) 
FOR K= 六 -1DOWNTO 1 D0 
(天 -1D: = 天 * 4(K) + 国 ( 天 )* 革 
PRINT The vahue PTx) ia ,DO) 


压缩 版 : 

Derv: = ws 4(A) 

FORK= N-1DOWNIO ] DO 
Deriy : = 呈 * 4( 天 ) 二 Deriv 和 

PRINT "The value 忆 (x) 和 "Deriv 





《这 》 计算 民 z) 值 
KW+D:=ACNACNY TD 
FOR K: = mW DOWNTO 1 DO 

开 K): = 4( 天 -1 天 + 下 + 站 
KKO:C+RID)* 天 
PRINT "The wahue Kx) jg”KO) 





讨 缩 版 ; 
Jnteg: = ACN)CN+ 1 
FOR K= N DOWNTO 1 po 
lnteg := 4 天 一 1)7 天 + Iateg # 三 
Integ := C+Integ * 表 
PRINT ”The vahue L(x) ia”,Integ 





4.2.1 习题 


1. 考虑 经 过 4 个 点 (1,1.54)，(2,1.5),(3,1.42),(5,0.66) 的 函数 PUz) = - 0.0223 + 


0.1x2 -0.2z+1.66。 
《a) 计算 P(4)。 
(《b) 计算 忆 (4)。 


(ec) 计算 PCz) 在 区 间 [1,4] 内 的 定 积分 。 


《d) 计算 外 插值 P(5.5)。 


《e) 给 出 计算 P(x) 系 数 的 方法 。 


2. 考虑 经 过 4 个 点 (0,2.08),(1,2.02),(2,2.00),(4,1.12) 的 函数 P(z) = -0.0423 + 


0.14x2 -0.16x+2.08。 
(a) 计算 P(3)。 
(b) 计算 严 (3)。 


《e) 计算 P(x) 在 区 间 [0,3] 内 的 定 积分 。 


《d) 计算 外 插值 P(4.5)。 


(e) 给 出 计算 P(*) 系 数 的 方法 。 


3. 考虑 经 过 4 个 点 (1 1.05)，(2, 1.10), (3, 1.35)，(5, 1.75) 的 函数 P(x) 
一 0.0292166667z? + 0.275x2 - 0.570833333x - 1.375。 


《a) 证 明 : 函 数值 1.05,1.10,1.35,1.75 与 例 4.4 中 的 值 相差 小 了 


系数 相差 大 于 42 。 
《b) 计算 P(4) ,并 与 例 4.4 相 比较 。 
《e) 计算 已 (4) ,并 与 例 4.4 相 比较 。 
区 间 [1 ,4] 内 的 定 积分 ,并 与 例 汪 4 相 比较 。 





(d) 计算 P(x) 在 











这 , 而 富 和 yx 的 
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(e) 计算 外 插值 P(5.5) ,并 与 例 4.4 相 比较 。 





工 工 注 : (a) 部 分 表明 ,插值 多 项 式 系数 的 计算 是 ~ 病态 问题 。 
4.2.2 算法 与 程序 


于 


os 


4.3 


用 MATLAB 写 出 实现 算法 4.1 的 程序 ,以 1x W 矩阵 已 = [ay av aa mi ol] 为 多 项 


式 P(x)= an +anxz+ +az2+eax+ao 的 系数 。 


- 对 任意 给 定 函 数 ,过 6 个 点 (0,7(0)),(0.2,F0.2)),(0.4,7(0.4)),(0.6,F(0.6)，(0.8， 


大 0.8)),(1,KI)) 的 5 次 插值 多 项 式 P(z) 的 6 个 系数 为 ,其 中 : 
PP(z) = @5 和 十 Ga 拉 二 03 对 十 a 和 十 加 天 二 an 
( 通过 求解 6x6 线 性 方程 组 : 
Ge 十 于 十 G2X2 十 333 十 04 二 3 = 大 入 ) 

利用 为 = 0 - 15,j= 1,2,3,4,5,6, 找 出 P(xz) 的 系数 jos 

(ii) 利用 问题 1 中 的 MATLAB 程序 计算 内 插值 P(0.3), P(0.4), 已 (0.5) ,并 分 别 与 
7 太 0.3),K0.4), 70.5) 比 较 。 

(着 ) 利用 MATLAB 程序 计算 外 插值 P( - 0.D) 和 P(1.1) ,并 与 7 -0.D 和 AI1.1D) 比 
较 。 

(ivy) 利用 MATLAB 程序 计算 P(x) 在 [0, 内 的 积分 ,并 与 /zx) 在 [0,1] 内 的 积分 比较 ， 
在 同一 幅 图 中 绘制 [0,1] 区 间 内 闷 z) 和 P(x) 的 曲线 。 

《为 Pa) AAA) 和 已 (入 ) = ja) - P() 制 作 一 个 表 ,其 中 w = 4100， 
下 = 0,1,…,100。 

《a) 7z) = e 

(b) Kx) = sin(x) 

《e) ALz) = (+1)07 

















:一 个 游乐 园 的 骑马 路 径 采 用 3 个 多 项 式 来 建 模 。 第 1 段 为 1 次 多 项 式 P (x), 蓝 盖 -- 


段 在 110 英尺 高 度 开始 ,在 60 英 尺 高 度 结束 ,水 平 上 距 离 为 100 英尺 的 路 径 ; 第 3 段 也 是 
个 1 次 多 项 式 @,(x) ,覆盖 一 段 起 始 高 度 为 65 英尺 ,终点 高 度 为 70 英尺 ,水 平 距 离 

为 2 英尺 的 路 径 。 中 间 段 应 是 一 个 多 项 式 P(x)( 次 数 为 最 小 可 能 ) ,覆盖 一 段 水 平 距 

离 为 150 英尺 的 路 径 。 

(a) 找 出 P(z)，P(s) ,CU(xz) 的 表达 式 ,使 得 P(100) = 已 (100) ,P(100) = 已 (100)， 
PC250) = i(250)，P(250) = @i(250) ,已 (250) = 0.1(250) 成 立 ,并且 P(x) 的 井 率 
在 *= 100 处 与 P(x) 相 等 ,而 在 * = 250 处 与 0,(z) 相 等 。 

《b) 在 同一 坐标 系 中 画 出 已 (*) ,P(z) ,0;(z) 的 曲线 。 

《e) 利用 算法 4.1( 和 过) , 找 出 给 定 水 平 臣 离 上 路 径 的 平均 高 度 。 


拉 格 朗 乃 逼近 

















插值 就 是 利用 相 邻 点 上 已 知 函 数值 的 加 权 平 均 估计 未 知 画 数值 。 线性 插值 使 用 过 两 点 的 
线段 。(zo ,yo) 和 (zi ,7 ) 之 间 的 斜率 为 几 = (7 一 Me -各 ) 直 线 y= 兽 (xz-xo)+ 因 的 
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点 -斜率 公式 可 写 为 ; 





y= P(z) = 加 +( 力 - 斩 ) 芝 -各 4 


式 (1) 展 开 的 结果 是 一 个 次 数 生 1 的 多 项 式 。 在 zx 和 * 处 计算 P(x) 的 值得 到 yo 和 7 : 
P(xo) = yo+(7- 和 加)(0) =) 
PCc)=yo+( 和 -yo)01 = 思 (2) 
法 国 数学 家 约瑟夫 路易 ' 拉 格 遍 日 使 用 了 略微 不 同 的 方法 ,得 出 了 该 多 项 式 。 他 注意 到 , 它 可 
以 写成 : 


一 她 区 一 20 











了 = 有 (= 加 疝 党 + 为 着 二 玫 (3) 
《3) 式 的 每 一 项 包含 一 个 线性 因子 ,因此 其 和 是 一 个 次 数 <] 的 多 项 式 。(3) 式 中 的 商 式 用 : 
ae( 人 = 和 有 = (4) 


表示 。 易 知 志 o(xzo) = 1 Do(zi)=0, 二 (xzo)=0 和 Do(2)=1 故 (3) 式 中 的 多 项 式 Pi (zx) 
也 经 过 两 给 定点 ; 

书 (z)= 加 +3(0) = 加 和 P()=(9)+ 为 = 力 (5) 
(4) 式 中 的 项 Po(z) 和 六 :(x) 称 为 基于 节点 x 和 鸭 的 拉 格 朗 日 系数 多 项 式 。 利用 这 种 记 
号 ,(3) 式 可 写 为 下 面 的 求 和 表达 式 ; 


PCx) = ZUe 人 9 (6) 
0 


设 纵 坐标 mx 由 公式 % = .xs) 计 算 。 若 P (xz) 用 于 在 区 间 [xo ,x; ] 内 逼近 /sx) , 称 该 过 程 为 内 
播 ; 若 x < x , 别 利用 m < * 称 为 外 插 。 下 面 的 例子 给 出 这 些 概念 的 示例 。 


例 4.6 考虑 [0.0,1.2] 内 的 曲线 y= 岂 z) = cos(x)。 
(a) 利用 节点 xo=0.0 和 xi = 1.2 构 造 一 此 性 播 值 多 项 式 忆 (x)。 
(b) 利用 节点 xo =0.2 和 xi =1.0 构 造 一 线性 播 值 多 项 式 @(z)。 


(a) 利用 (3) 式 由 横 玲 标 xo = S.00 和 和 = 1.2 及 纵 坐 标 加 = cos(0.0) = 1.000000 和 7 = 
eos(1.2) = 0.362358 得 到 : 


站 z-1.2 2 -0.0 
书 (z) = 1.000000 站 5 5+0.362358 00 


= -0.833333(x - 1.2) + 0.301965(z -0.0) 
人 b) 当 使 用 节点 mo = 0.2 和 轨 =1.0 及 略 =eos(0.2) -0.980067 和 四 = oos(1.0) = 
0.540302 时 ,结果 为 : 








_ z -1.0 0.2 
01) = 0.980067 下 访 0+ 0.540302 [和 


= 一 1.225083(xz -1.0) + 0.675378(x -0.2) 
国 4.11(a 和 (b) 显 示 了 = cos(x) 的 图 形 ,并 将 它 分 别 与 了 = 己 (s) 和 7= Qi(x) 比 较 - 
其 数值 结果 在 表 4.5 中 给 出 ,可 以 看 出 , Qi(x ) 对 满足 只 的 点 0.1 大 罗 室 1.1 有 较 小 的 误差 ; 通 
过 使 用 Qi(z), 列 出 的 最 大 误差 K0.6) - Pi(0.6) =0.144157 降 至 0.6) - 0(0.6) = 0.065151。 
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< < 
00 02 04 06 08 10 12 00 02 04 06 08 10 12 
人 全 
图 4.11 〈a) 线 人 性 逼近 y = 疡 (xz) ,其 中 节点 xo =0.0 和 = 1.2 为 区 间 |e, 芭 的 端点 
(b) 线性 逼近 7 = (xz) ,其 中 节点 m =0.2 和 xi = 1.0 在 区 间 [e, 归 内 
表 4.6 尹 X) = cos( 妇 与 线性 通 近 式 忆 { 和 Qi( 妆 的 比较 
轩 后 ) = ens( xb Po Fas- 己 (xx) Qi(a) 吉 )- 0i(z) 
0.0 1,000000 1.000000 0.000000 .090008 一 0.090008 
041 0.995004 0.946863 0.048141 1.085037 一 0.040033 
0.2 0.980067 0.893726 0.086340 0.980067 0.000000 
03 0.955336 0.840589 0.14747 0.925096 0.030240 
0.4 0.921061 .787453 0.133608 0.870126 0.050935 
0.5 0.877563 0.734316 0.143267 0.815155 0.062428 
0.6 0.825336 0.681179 0.144157 0.7650184 0.065151 
0.7 0.764842 0.628042 0.136800 0.705214 0.059628 
0.8 站 .696707 0.574905 0.121802 人 0.650243 0.046463 
0.9 0.621610 0.521768 0.099842 0.595273 0.026337 
1.0 0.540302 0.468631 10.071671 0.540302 0.000000 
1.1 0.453596 0.415495 0.038102 0.485332 一 0.081736 
12 0.362358 0.362358 0.000000 0.43036L 一 0.068003 




















推广 (6) 式 ,得 到 构造 经 过 N + 1 个 点 (zy7o)，(z, 力 )，…，(xw, 因 ) 的 至 多 N 次 多 项 式 
Pv(x), 形 如 


其 中 可, 为 基于 节点 : 


rr 


站 
Pr(z) = >)Jxtra(z) 
1 


(an) (和 


(7 





7 


(8) 


的 拉 格 朗 日 系数 多 项 式 。 易 知 ,项 (xz - 六 ) 和 (x - 必 ) 不 在 式 (8) 的 右 端 出 现 。 可 引信 (8) 式 的 
溢 式 记号 , 写 为 


wx(x) = 














也 ; 


(一 ) 
四 


了 


卫生 
《人 9) 中 的 记号 说 明 在 分 子 中 有 线性 因子 (x - 世 ) ,但 不 存在 (x - 叉 )。 在 分 母 
直接 计算 表明 ,对 每 个 


Pre(z)=1 当 7 二 和 本 人 的)=0, 当 站 


(9) 





中 有 类 似 的 结构 。 


定 的 , 拉 格 朗 日 系数 多 项 式 Fwx(x) 具 有 性 质 : 


《10) 
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声 接 把 这 些 值 代 人 (7) 式 ,可 知 多 项 式 曲线 y = Pr (z) 过 点 (和 ,六 ): 
(区 ) = Jo( 芍 ) 二 二 JI) 二 
= yof0) + + 人 + 人 yw(0) = 入 
要 证 明 PP(x) 是 惟一 的 ,需要 用 到 代数 基本 定理 ,一 个 次 数 小 于 等 于 m 的 多 项 式 7( zx) 至 
多 有 Y 个 根 。 换 言 之 , 若 T(z) 在 横 坐 标 上 w + 1 个 不 同 点 处 为 0, 则 它 恒 为 0。 设 久 (x) 不 是 
惟一 的 , 则 存在 另 一 个 次 数 小 于 等 于 的 多 项 式 Cv (> ) 也 通过 这 w+ 1 个 点 。 构 造 差 多 项 式 
T(z) = Ptx) - @v(x)。 可 以 注意 到 , 7T(x) 次 数 小 于 等 于 N, 且 对 了 = 0,1 ,NT(5) 
= Pr(xz)-Qnv(5) = 为 - 委 =0: 故 7=0,1 .5，NW, 从 而 T(z)=0,0v(xz)= PCxz)。 
(7) 式 展开 的 结果 与 (3) 式 类 侯 。 过 3 个 点 (ao 加) , (xi )， (ma 入) 的 拉 格 斋 日 二 次 插 
值 多 项 式 为 ， 


(11) 








全 人 和信 (Co 一 2 (一 20)(z 一 xD) 











和 人 二 和 全 工交 区 二 入 [ 二 让 代 二 二 (2) 
过 4 个 点 (2 ma) 027 (za 入 )， (二 ,y) 的 拉 格 朗 日 二 次 揪 值 多 项 式 为 
PC) - (和 )(z 一 mxz -sa) (ao)(z 和) 和) 
7 03) 
Cox 一 xx -23) (z -aoz 一 si)(xz -aa) 
下 交 二 区 交 开 区 为 ( 罗 二 了 二 语感 二 二 


例 4.7 考虑 [0.0,1.2] 内 的 函数 y= FLx)=cos(z)。 
《9 用 3 个 节点 和 =0.0,xi =0.6 和 加 =1.2 构 造 一 个 二 次 播 值 多 项 式 已 (z)。 
(b) 用 4 个 节点 xo = 0.0,xl=0.4,za =0.8 和 和 =1.2 板 造 一 个 三 次 儿 值 多 项 式 P(z)。 


在 式 (12) 中 使 用 xo =0.0,xt =0.6,xza = 1.2 和 加 = cos(0.0) = 1 = ooa(0.6) =0.825336， 
= cas(1.2) =0.362358, 得 : 


全 
(0.0 - 0.6)0.0 一 


ET 
= 1.388889(z - 0.6)(x - 1.2) - 2.292599(y -0.0)(r -1.2) 
+ 0.503275(z -0.0)(* -0.6) 
在 式 (13) 中 和 用 和 = 0.0, xz = 0.4, 和 =0.8 罗 =12 和 和 =oos(0.0)=1.0, 六 = 
cos(0.4) = 0.921061, ya = cos(0.8) = 0.696707 和 力 = cus(1.2] = 0.362358 ,得 ， 
忆 (5) = 1.000000 0 站 人生 后 诗人 3 


” (zx -00(z -0.8)(z -1 人 
+ 0.92106110.4 二 600 0 向 打下 -本 


(=-0.0)(z -0.4)(z ~ 1.2) 
+ 466707 厅 8 0.0(0.8- 06408-T 林 


(人 -00)(z -0.4(z -08) 
+ 0.362358TT 2 0.0(i 0 全 0 


= 一 2.604167(z -0.4)(z - 0.8)(xr -1.2) 


Po(xz)= 1.0 





二 0.825336 人 


己 

引 2 

思 二 
x 
1 
局 
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+7.195789(x - 0.0)(x - 0.8)(x - 1.2) 
- 5.443021(x* - 0.0)(z -0.4)(xz -1.2) 
+0.943641(x -0.0)(xz -0.4)(x -0.8) 
了 = cos(z) 和 多 项 式 y= 已 (z) 及 了 = Pi(x) 的 曲线 分 别 在 图 4.12(a) 和 图 4.12(b) 中 给 出 。 


10 











图 4.12 《〈a) 基于 节点 和 =0.0,m =0.6 和 = 1.2 的 二 次 和 逼 近 多 项 式 y = 户 (z); (b) 基于 
节点 Y= 志 (z)xo=0.0,m =0.4, 和 =0.8 和 xs =1.2 的 立方 远近 多 项 式 y= 已 (x) 


4.3.1 误差 项 和 误差 界 


当 利用 拉 格 朗 日 多 项 式 来 明 近 一 连续 函数 扎 x) 时 ,了 解 其 误差 项 的 属 任 非 常 重要 。 它 与 
素 勒 多 项 式 的 误差 项 相似 ,只 是 用 乘积 (z - 如)(z - )…(z - xm) 蔡 换 了 因子 (z - mr1。 
这 与 预期 相符 , 因为 插值 在 W + ! 个 节点 拉 上 进行 ,在 这 些 节点 上 有 机 (m) = F( 台 ) - 
PrCz)= 竹 - 欠 =0=0,1;2， 六 。 


定 还 4.3( 拉 格 朗 日 多 项 式 膛 近 ) 设 .JE Cr[o, 引 , 且 mm,o 和 xyE[a 扫 为 +1 个 节 
点 。 若 xE[e,5], 则 : 

xz) = Po(z)+Bw(x) 《14) 
其 中 Py(x) 为 一 多 项 式 , 可 用 于 近似 zz): 





xz) = Ph(xz) = > (nz)Ere(z) (15) 
全 
误差 项 太 (x*) 形 如 


人 一 zx 二 FDCe) 
甩 (<) = (六 + 
对 区 间 [a,] 内 的 某 个 值 c。 

证 明 : 作 为 一 个 一 般 方法 的 例子 ,我 们 建立 w = 1 时 的 式 (16) ,一 般 情况 在 练习 中 讨论 。 
从 定义 函数 g(9) 开 始 : 


gpD) = AD -PC - CD 到 全 2 (7) 


0 儿 革 -2 


注意 :x ,mx 都 是 与 变量 ! 相关 的 常数 ,日 在 这 3 个 点 上 5( 2) 的 值 为 0 即 
人 = 下 ( 全 -( 介 芷 三光 们 = 和 -O- 书 (DO- 避 (=0 


瑟 一 | 





(16) 
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ED) -已 (局 ( 人 全 二 -Ka)- An)-0 


科 0 代 和 二 3 
《xl 一 wo)zi 一 2 
gz)= 扎 xi) 一 (xz) 一 且 (xz) Te = 厌 x) -PCz)=0 
设 * 在 开 区 间 (xo,x) 内 ,在 区 间 [ xo,z] 内 对 &( 旨 利 用 罗 尔 定理 可 找到 一 个 值 do ,满足 


Xo 妈 Go<x: 





gd) =0 《18) 
在 区 间 [ ,xi ] 再 次 对 &(2 应 用 罗 尔 定理 ,可 找到 一 个 值 ,zx < 机 < mn ,满足 ; 
8(d) =0 《19) 


式 (18) 和 式 (19) 说 明 通 数 gf (六 在 5= 页 和 4#= 由 处 为 0, 对 以 ( 旨 在 区 间 [a,d] 内 第 三 
次 应 用 罗 和 尔 定理 ,得 到 值 ,有 : 


gf(c) =0 《20) 

回 到 式 (17) 计 算 导数 &/( 纺 和 er 人 (让 
区 半生- 光 ) 20) 
ED = 10 0- 已 ( (22) 


在 式 (22) 中 ,由 于 忆 (是 次 数 Y = 1 的 多 项 式 , 故 其 2 阶 导 数 P (1)=0, 使 用 (20) 在 点 
5= 5 处 计算 式 (22) 得 ; 


0 = (0 -CT (23) 
由 式 (23) 解 得 巴 (*) 为 形 如 式 (16) 的 余 项 ， 
2) 
局 (zs) =- 人 6 Je) CO 


证 明 完 毕 。 

下 面 的 结果 说 明了 在 拉 格 遍 日 多 项 式 的 节点 为 等 距 的 生 = x+ 环 , 半 =0,1,…, 放 时 的 特 
珠 情 况 ,该 多 项 式 Py(*) 只 能 用 于 求 区 和 间 [xo, xx ] 内 的 插值 。 
定理 4.4{ 等 距 节 点 拉 格 朗 日 多 项 式 的 误差 界 ) 设 /xz) 定 义 在 [ o,6] 内 ,等 距 节 点 & = <xo + 
钼 在 该 区 间 内 ,并 设 灰 z) 和 直到 N + ! 阶 导数 在 子 区 间 [ sz] ,[xo, 和 ] 和 [wz ] 内 连续 且 
有 界 , 即 , 对 闪 =1,2,3; 











LTD(xz) TS， 二 (25)》 
对 应 于 W = 1,2,3, 误 差 项 (16) 具有 如 下 的 界 : 

1B(oO Ts ER，se [aa (26) 

1 已 (二 < 4， ze [ao] (7) 


1 画 (9) 1< 马 季 ， x 所 [xoyxs] 《28) 
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证 明 :只 证 式 (26), 其 余 留 给 读者 自己 证 明 。 利 用 变量 替换 x - xo = 上 和 x - 2 = -8, 误 
莽 项 瓦 (x) 可 写作 : 





民 ( 六 = 避 (m+ 有 = 全- 记 CI ，0<e< (29) 
其 中 导数 的 界 为 : 
1 os 有 ， 和 和 ec (30) 


现在 来 确定 式 (29) 分 子 中 ( 己 - 天 ) 的 界 , 称 该 项 为 下 (站 = 王 - 龙 。 由 于 到 (=24 一 有， 
故 存 在 一 个 临界 点 := A/2 为 下 (6) =0 的 解 。 亚 ( 切 在 [0, 关 ] 内 的 极 值 在 端点 和 (0) = 0， 
再 (R) = 0, 或 临界 点 @(a/2) = - 天 /4 处 得 到 。 由 于 后 者 的 值 最 大 , 故 可 得 ， 
本 本 








1 和 (0 1 = 1 二 -用 Ts 一 下 二 ，0< ss 有 (31) 
利用 式 (30) 和 式 {31) 来 估计 式 (29) 分 子 中 的 滋 积 ,得 ， 
2 
1(z)1= 1 站 册 严 (e)1 届 2 1 < (G32) 


从 而 式 (26) 得 证 。 
4.3.2 比较 精度 与 O( A* 1) 


定理 4.4 的 重要 性 在 于 了 解 线性 ,二 次 和 三 次 插值 的 误差 项 大 小 之 间 的 简单 关系 。 在 每 
一 种 情况 中 ,误差 界 1 Euv (x)1 在 两 个 方面 依赖 于 关 :第 一 , 大 "是 显 式 的 , 故 1 下 (xz)1 正 比 于 
8 ;第 二 , 值 Mw,, 通 常 依 赖 于 疡 ,上 且 随 着 产 趋 近 于 0 而 趋 近 于 1ARY9(xo)1。 因 此 , 当 户 趋 近 
于 0 时 ,1Bv(x)1 收 伍 于 0 的 速度 与 好 六 收敛 于 0 的 速度 相同 。 在 讨论 这 一 特点 时 用 到 记号 
O(i) ,例如 , 式 (26) 的 误差 界 可 表示 为 : 
18(x)1= OP) ，xE [zsi] 
用 记号 O( 瑚 ) 代 替 式 式 (26) 中 的 刀 Way8 ,表示 误差 项 的 界 近似 为 妃 的 倍数 。 即 : 
1 到 (xz)1s Ca OP) 
结果 是 ,车 扎 z) 的 导数 在 区 间 [e,b] 内 一 致 有 界 , 且 1i1< 1。 则 选择 大 的 w 将 得 到 小 的 
和” ,从 而 高 次 遏 近 多 项 式 将 产生 较 小 的 误差 。 
例 4.8 考虑 [0.0,1.2] 内 的 了 = xz) = cos(x)。 利 用 式 (26) ~ 式 (28) 公 式 来 确定 例 4.6 和 鲍 
4.7 中 的 拉 格 朗 日 多 项 式 已 (zx), Po(x) 和 忆 (x) 的 误差 界 。 
首先 确定 导数 Ms ,af 和 于。 在 区 间 [0.0,1.2] 内 的 界 L (zl La (xz)1 和 HA(z)1; 
LT=1- oos(z)1<1-eos(0.0)1 = 1.000000= 1， 
Iaz1= lsin(z)1slsin(1.2)1=0.932039 = jy， 
1 (1= leos(z1s1cos(0.0)1=1.000000= M， 
对 Pi(xz), 节 点 的 间距 为 玉 = 1.2, 其 误差 界 为 ， 
1 本 (=) 1 二 二 人 270 000000) 





= 0.180000 《33) 
对 Ps(x), 节 点 间距 为 严 =0.6, 其 误差 办 为 : 
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站 M， (0.6)3(0.932039)》 





= 0.012915 
1 可 (xz) [所 9 和 9 万 0 
对 Pi(x)，, 节 点 间距 为 户 =0.4, 其 误差 界 为 : 
1 Bi(z) 1 已 他 < (4000000) = 0.001067 


(34) 


(35) 


从 例 4.6 中 可 以 看 出 ,1 已 (0.6)1 = 1cos(0.6) - P (0.6)1 = 0.144157, 故 式 (33) 中 的 界 























0.180000 是 合理 的 。 图 4.13(a) 和 图 4.13(b) 分 别 显 示 了 误差 函数 Bl(x*) = ecos(x) - Ps(z) 
和 已 (zx) = cos(x) - Pi(xz), 其 数值 计算 在 表 4.7 中 给 出 。 利 用 表 中 的 值 可 以 得 到 
182(1.0)1= 1oeos(1.0) - 己 (1.0)1 = 0.008416 和 1 本 (0.2)1 = 1cos(0.2) - 玉 (0.2)1 = 
0.000855 ,与 式 (34) 和 式 (35) 中 的 界 0.012915 和 0.001607 一 致 
ooog ooog[ 
了 = 矶 (如 了 = 中 
0004 0.004 
02 04 06 08 10 12 上 人 2 gB4 06 0 和 .0 
004 004 
008 0.008 
多 名 


图 4.13 《〈a) 误差 耳 数 台 (x) = cos(z) - 刀 (x) 1(b) 误差 函数 古 (z) = eoa(z) - P(x) 


表 4.7 天 z) = cog(z) 及 二 次 和 三 次 识 近 多 项 式 情 {z} 和 瑚 {z]) 的 比较 











下 所 ) = cos 如) 王 ( 生 》 态 () 书 (x) (二 
0.0 1.000000 1.000000 0.0 1.000000 0.0 

人 0.1 0.995004 0.990911 0.004093 0.995835 一 0.000831 
0.2 0.980067 0.973813 0.006253 0.980921 一 0.000855 
0.3 0.955336 0.98707 0.006629 0.955812 一 0.000476 
0.4 0.921061 0.915592 0.005469 0.91061 0.0 

0.5 0.877383 0.874468 0.003114 0.877221 0.000361 
0.5 人 .825336 .825336 0.0 0.824847 站 .00089 
0.7 0.764842 0.768194 一 0.003352 0.764491 0.000351 
0.8 人 .696707 0.703044 一 0.006338 0.696707 0.0 

0.9 0.621610 0.629886 一 0.008276 0.622048 -0.000438 
1.0 0.540302 0.548719 =-0.008416 0.541068 一 0.000765 
1.1 .4535% 0.459542 一 0.005946 0.454320 一 0.000274 
1.2 0.362358 0.362358 0.0 0.362358 0.0 
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4.3.3 MATLAB 


下 面 的 程序 通过 构造 各 项 为 拉 格 朗 日 多 项 式 系数 的 向 量 来 找 出 经 过 给 定点 的 组 合 多 项 式 
(collocation polynomial)。 程 序 使 用 了 命令 poly 和 conyr。poly 命令 创建 一 个 向 量 ,其 项 为 一 多 项 式 
的 系数 ,该 多 项 式 具 有 给 定 的 根 。ceonv 命令 生成 一 个 向 量 , 其 项 为 多 项 式 系数 ,该 多 项 式 是 另外 
两 个 多 项 式 的 积 。 


例 4.9 找 出 两 个 1 次 多 项 式 P(xz) 和 Q(x) 的 积 ,它们 的 根 分 别 为 2 和 3。 


> >P=poly(2) 
P- 

1 -2 
> >Q=poly(3) 
Q= 

1 -3 
> > conv(P,Q) 
ans= 


1 -56 
故 ,P(x) 与 @(xz) 的 梯 积 为 刀 -5Sz+6。 





程序 4.1( 拉 格 朗 日 逼近 ) 基于 N+1 个 点 P(c) = 习 " yins(z) 有 =0.1N 
计算 拉 格 朋 日 多 项 式 (z ,六 ) 








function [C,E] = lagxan(X,Y) 


ITrput -Xis a vector that contains a 1ist of abscissas 
多 -Yis a vector that contains a list of ordinates 
和 Output -Cisamatrix that contains the coefficients of 
多 the Lagrange interpolatory polynomial 

和 - Lisamatrix that contains the Lagrange 

名 coefficient folynomials 

W= length(X) 

D=w-1i 


工 = zeros(ww); 
8 Form the Lagrange coefficient po-ynomials 
fork=lin+1 


T=1; 
for j=l:n+1 
ifk~ =j 
Y= conv(V,poly(x(j)))A(X(x) - X()); 
end 

end 
ECk,:) = V; 

end 


$ Determine the Coefficients of the Lagrange interpolating 
多 Polynomial 
C=YxLi 
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4.3.4 习题 


由 


An 


人 


相 ] 


- 找 出 逼近 妃 z) = 过 的 近 格 朗 日 多 项 式 。 


(a) 利用 节点 z = -1 和 sx =0 求 线性 插值 多 项 式 已 (>)。 

(b) 利用 节点 m = - lz =0 和 x = 1, 求 二 次 插值 多 项 式 己 (x)。 

《ce) 利用 节点 xz = -lw =0,w =1 和 xz =2 求 三 次 逼近 多 项 式 己 (*)。 
〈d) 利用 节点 ze = 1, xi = 2, 求 线性 插值 多 项 式 P (zx)。 

(e) 利用 节点 m = 0,r = 1 和 xs = 2, 求 二 次 搬 值 多 项 式 已 (>)。 








. 设 7 马 zx)=x+21x 


(a) 用 基于 点 xo = 1,x =2 和 =2.5 的 二 次 拉 格 朗 日 多 项 式 , 求 K1.5) 和 /1.2) 的 
近似 值 。 

《D) 用 基于 点 mm = 0.5,z = Ex =2 和 xz =2.5 的 三 次 拉 格 朗 日 多 项 式 , 求 /(1.5) 和 
厌 1.2) 的 近似 值 。 


. 设 扰 xz) =2sin(zxx/6), 其 中 x 为 度 


(al) 用 基于 点 m =0,z = 1 和 xs =3 的 二 次 拉 格 训 日 捕 值 求 PC2)? 和 六 2.4) 的 近似 值 。 
《b) 用 基于 点 x =0,xt = lxa =3 和 x =5 的 三 次 拉 烙 朗 日 插值 求 z2) 和 (2.4) 的 近 
似 值 。 


. 设 .Hzx) = 2sin(rx/16), 其 中 x 为 弧度 





(a) 用 基于 点 ze =0,z =1 和 xs =3 的 二 次 拉 格 朗 日 播 什 求 F4) 和 护 3.5) 的 近似 值 。 

《b) 用 基于 点 m =0,x, = lx =3 和 xs =5 的 三 次 拉 格 朗 日 插值 求 K4) 和 成 3.5) 的 近 
似 值 。 

写 出 灰 x) 的 3 次 拉 格 记 日 插值 多 项 式 的 误差 项 玉 (x) ,插值 节点 为 m = -1,z =0, 

=3 和 xs=4, 而 妃 z) 为 : 

(a) (xz)=4z -3r+2 

(b) .Fx) = 到 一 243 

(ec) 志 s)= 生 一 5 好 


. 设 风 zx) = 好 


(a) 求 节点 为 wm = 1,9 =1.25 和 好 =1.5, 时 的 2 次 拉 格 朗 日 多 项 式 P(z) 式 。 
(b) 用 (a) 中 的 多 项 式 估计 扎 *) 在 区 间 [1,1.5] 内 的 平均 值 。 
(e) 利用 定理 4.4 中 的 式 (27), 求 用 己 (z) 近 似 所) 的 误差 界 。 


考虑 节点 为 xz 和 xs 的 2 次 拉 格 朗 日 多 项 式 的 系数 多 项 式 六 ;(x) ,定义 g(x) < 


Zoo(xz)+ Exz)+Paa(z)-TI。 

(a) 证 明 3 为 次 数 小 于 等 于 2 的 多 项 式 。 

(b) 证 明 对 大 =0,1,2,g(x)=0。 

(e) 证 明 对 任意 *,g(x*) =0。 提 示 : 利 用 代数 基本 定理 。 


: 设 pre(s) wa(z) wwn(z) 是 节点 为 w+1 个 点 moyxi，yay 的 拉 格 朗 日 多 项 式 


的 系数 多 项 式 ,证 骨 对 任意 实数 *， 半 ”ms(x) = 1。 
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9， 设 /ax) 为 次 数 小 于 等 于 W 的 多 项 式 , 设 局 (zx) 为 基于 六 +I 个 节点 zy,2，…zw 的 
次 数 小 于 等 于 w 的 拉 格 朗 日 多 项 式 。 证 明 对 所 有 * ,ALx) = Pv(x)。 提 示 : 证 明 误差 
项 &wv(x) 恒 为 0。 
10, 考虑 区 间 [0,1 内 的 函数 护 *) = sin( z) ,利用 定理 4.4 来 确定 步 长 灵 , 使 得 ; 
(a) 线性 拉 格 朗 日 播 值 的 精度 为 10“( 即 , 求 六 使 得 ! 本 (xz)1<5x107)。 
《b) 2 次 拉 格 朗 昌 插值 的 精度 为 10-( 即 , 求 玉 使 得 1B(z)1<5x10-7)。 
《e) 3 次 拉 格 朗 日 搬 值 的 精度 为 10…( 即 , 求 上 使 得 1Ba(xz)1<5x10-)。 
: 由 式 (16) 和 =2 证 明 不 等 式 (27)。 设 = x+ 用 ,和 = xzo+28, 证 明 : 若 sx< 和 sa， 
则 : 


zx- 和 Hz-allz-mls 2 
3x3 
提示 :在 区 间 - 关 <4< 大 内 ,利用 变量 蔡 换 上 = yx- zt+=x-xz 和 ty， 
以 及 函数 "( 划 = 已- 碟 。 令 (=0 并 求解 志 为 产 的 函数 。 
12. 二 维 线性 插值。 考虑 过 3 个 点 (和 ,Jo,zo),(ziyyiya) 和 (mm, 思 ,为 ) 的 多 项 式 = 
P(xz,y)=4+ 且 + C, 则 4,B,C 为 线性 方程 组 的 解 : 
4+Bxo+Cro = 加 
4+Bxl+Cr = 和 
及 + Br + Cr = 2 
《a) 求 4,B,C, 使 得 := P(x,y) 过 点 (1,1,5),(2,1,3) 和 (1,2,9)。 
(Cb) 求 4,B，C, 使 得 z= P(z,y7) 过 点 (1,1,2.5),(2,10) 和 (1,2,4)。 
(e) 求 4,B,C, 使 得 := P(x,y) 过 点 (2,1,5),(1,3,7) 和 (3,2,4)。 
《d) 能 否 找到 值 4 ,BC ,使 得 * = P(x,7) 过 点 (1,2,5),(3,2,7) 和 (1,2,0)? 为 什么 ? 
- 利用 定理 1.7, 广 义 罗 尔 定 理 和 函数 ， 


ED -7 - 书 ( -0 攻 二 生 全 直人 2 
其 中 By(s) 为 几 次 拉 格 明日 多 顶 式 ,证 明 :误差 顶 By(z) = /(z) - 已 (x) 具 有 形式 ， 
w+ ) 
站 + 襄 


己 


Er(xz) = (Mo)(z -sx -or) 
提示 : 找 出 gf 7 ( 切 , 然 后 在 := e 处 求 其 值 。 
4.3.5 算法 与 程序 


1 利用 程序 4.1, 求 第 4.2 节 的 算法 与 程序 中 问题 2(i)a,b,e 中 插值 多 项 式 的 系数 。 在 同 
一 坐标 系 中 画 出 每 个 函数 和 相应 插值 多 项 式 的 曲线 。 
2. 下 表 给 出 11 月 8 日 洛杉矶 的 某 个 郊区 在 5 个 小 时 中 的 测量 温度 。 
(a) 利用 程序 4.1, 对 玫 中 的 数据 构造 一 个 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 。 
(b) 利用 算法 4.1( 进 ) 佑 计 在 这 5 小 时 内 的 平均 温度 。 
《e) 在 同一 坐标 系 中 画 出 表 中 的 数据 和 由 (a) 得 到 的 多 项 式 。 讨 论 用 (a) 中 的 多 项 式 
计算 平均 温度 可 能 产生 的 误差 。 
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下 午时 间 华氏 温度 
1 全 
2 折 
了 全 
4 本 
5 嫩 
吾 人 3 
4.4 牛顿 多 项 式 


有 时 需要 找 出 若干 和 逼 近 多 项 式 书 (xz), Po(x*)，…，Pv(*) 然 后 从 中 选择 最 适合 的 。 若 用 拉 格 
朗 日 多 项 式 , 则 在 P-:(*) 和 Pw(z) 之 间 没 有 构造 上 的 联系 ,每 个 多 项 式 需要 单独 构造 ,而 且 计 
算 高 次 多 项 式 需要 大 量 的 工作 。 我 们 采用 一 种 新 的 方法 来 构造 牛顿 多 项 式 ,它们 具有 递归 关系 ， 


PCxz)=ao+axz 一 so) (1) 
已 (z)=ao+ek(z-xo)+a(z-zo 人 zs) (2) 
忆 (z)=at+rekxz-z)+o(5-xoMx 一 a) (3) 


+o(z-a0)(z -az 加) 


Pr(z)=aotak(xy-mo)+a(x 一 5o)z-) (4) 
+akxz-xolxz-xiz-z) 
+ ad(x 一 各) 一 32) 一 区 )(x 一 ) 二 和 
+ 20 
这 里 多 项 式 Pw(x) 可 由 已-,(z) 通 过 递归 关系 得 到 。 
PC) = Ps)+an(z-a) 人 (5 一 2) (5) 
多 项 式 (4) 称 为 具有 个 中 心 m, 罗 ，…… xx-! 的 牛顿 多 项 式 , 它 是 线性 因子 乘积 的 和 ,其 
中 的 最 高 次 项 为 : 
ay 人 (5 -20 的 )- 和 0 


因此 Py(x) 是 一 个 次 数 小 于 等 于 w 的 普通 多 项 式 。 


例 4.10 给 定 中 心 和 =1zi=3, 轨 =4 和 四 =4.5 及 系数 四 =5,al= -2,o=0.5,cy = -0.1 和 
aa =0.003, 求 己 (z),P(xz),Pi(z) 和 Pi(x) 并 对 有 =12,3,4 计 算 已 (2.5)。 
利用 式 (1) ~ (4), 有 : 
Pi(x)=5-2(0z-1)， 
Po(z)=5-2(z-1+050x-1Oz-3)， 
PCxz)=P(z)-01Iz-Dx-3)(z-4)， 
Pi(z)= Pi(z)+0.003(r -1)(z-3)(z~4)(z-4.5) 
在 zx=2.5 处 计算 多 项 式 的 值 ,得 到 
Pl(2.5)=5-2(1.5) = 2 
Pa(2.5) = 书 (2.5) + 0.5(1.5)(- 0.5) = 1.625 
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Pi(2.5) = 己 (2.5) - 0.1(1.5)(- 0.5)(- 1.5) = 1.5125 
Pi(2.5) = Ps(2.5) + 0.003(1.5)(- 0.5)(- 1.5 儿 - 2.0) = 1.50575 
4.4.1 撤 套 乘法 


若 W 国定 且 多 次 计算 多 项 式 的 值 , 则 应 使 用 报 套 乘法 。 该 过 程 与 一 般 多 项 式 的 红 套 乘 
法 类 似 , 只 是 必须 从 独立 变量 * 中 将 中 心 xs 减 去 。Pu(x) 的 内 套 乘法 形式 为 ， 

















Pa(x) =((aa(z -和 )+aa)(x 的)+Ga)z -20)+ao 《6) 
要 对 给 定 * 值 计算 P:(xz) ,从 最 内 层 开始 ,逐步 地 得 到 值 : 
So 


3 = 307 -za)+az 
SI =Sz(x 2)+a 
So= Si(z-xo)+ao 


(7) 


值 8 即 为 Pi(xz)。 
例 4.11 用 武大 磁 法 计算 例 4.10 中 的 Pi(2.5)。 
解 : 
利用 式 (6), 写 出 : 
Pi 人 xz)=((-0.1(r -4)+0.5)(z -3)-2)0z -1)+5 
式 (7) 中 的 值 为 : 
SS; = - 0.1， 
S = -0.1(2.5-4) +0.5 = 0.65 
Si = 0.65(2.5 - 3) - 2 = - 2.325 
So = - 2.325(2.5 - 1) + 5 = 1.5125 


故 ,Pi(2.5) = 1.5125。 
4.4.2 多 项 式 逼 近 、 节 点 及 中 心 


假设 要 找 出 逼近 给 定 函 数 闷 * ) 的 所 有 多 项 式 P (xz),…,Pv(z) 的 系数 mw, 则 P(x) 应 基 
于 中 心 xx 和 zs 且 有 节点 xo,xl, yxzxslo。 对 多 项 式 己 (x) ,系数 ae 和 m 有 类 似 的 含义 。 
在 这 种 情况 下 ,有 : 





Pso)=Rxzo) 和 Pi(xi)=Ax) 《8) 
利用 式 (1) 和 式 (8) 求 解 oo ,得 ; 
sxo)=Pi(xo)=ao+agxz -5o)=m (9) 


故 oo = 扎 zo)。 然 后 ,利用 式 (U) 、 式 (8) 和 式 (9), 有 ; 
所 和 )=P(gD=aoyer( 和 ao) = 所 xzo)+o(2 一 2) 
由 它 可 解 出 ec ,于 是 有 : 
四 瑟 乓 ) -大 zo) 


1 一 0 


《10) 
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故 wi 是 过 两 点 (六 so)) 和 (2 ,Kxi)) 的 制 线 的 斜率 。 
已 (xz) 和 Ps(x) 的 系数 co 和 ec: 相同 。 在 节点 z2 处 计算 式 (2) ,可 得 : 
so)= 己 (xza)=ao+atkxa 一 io)+aa(xa 一 so(xa 一 3i) (1D) 
式 (9) 和 式 (10) 中 的 值 ce 和 w 可 用 于 式 (11) 的 计算 ,得 ， 


人 sa 全 一 匣 ) 


0 
=-( 必 = 天 徊 ) 灰 拉 ) 一 0 二 太 和 1 0 


忆 人 二 
为 了 计算 方便 ,该 值 最 好 写 为 ， 
- (AR Wap = 凤 oa) 


将 上 两 个 关于 aa 的 公式 写 为 对 公共 分 母 (xa - xj)(xa - zj(xi - 如 ) 的 商 , 可 以 证 明 二 者 
等 价 。 式 (12) 中 的 分 子 是 一 次 差 商 的 差 , 首 先 我 们 需要 引入 差 商 的 概念 。 


定义 4. 攻 f 善 商 } 函数 . 扎 z) 的 差 商定 义 如 下 ， 











[sz]= 甩 a) 
woa] = 全 芽 人 
Am] -人 ac] (13) 
1 


构造 高 次 差 商 的 递归 规则 为 : 
找 2 





























za] = (14) 
0 
它 用 来 构造 表 4.8 中 的 差 商 。 
表 4.8 Y= 护 训 的 差 商 表 
允 /al | 上 ，] 玉 ，，] 开 ，，，] 开 ，，，, 
知 | 开 a] 
1 六 加 ] ALxo sl] 
和 六 吧 ] xm] 开 m,mayoa] 
罗 玫 m] | Lesm] [ama ,93] 开 zyai 各: 双 ] 
双开 呈 ] 几 im] 所 各 , 划 ,x4] 开 4] 抽 知 , 可 到 入， 
Pr (xz) 的 系数 mw 依赖 于 值 妃 5) ,7 = 0,1…,。 下 面 的 定理 说 明 ou 可 用 差 商 计算 : 
= 开 zo xm 和] 《15) 


定理 4.5( 和 牛顿 多 项 式 ) 设 zo,m zw 是 [ae, 曙 内 W+ 1 个 不 同 的 数 ,存在 至 多 次 的 惟一 
多 硕 式 Pv(*), 具 有 性质: 


Ra) = 书信 =0 1 
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该 多 项 式 的 牛顿 形式 为 : 


Pr(a)=ao+at(X -5o)+ +Gn(z 一 go)(z 2) 一 xn 1) (16) 
其 中 ,ax = 上 zolz ai] =0,1. .mo。 
注 : 若 {(a5 ,7) 信 =0 是 横 坐 标 不 同 的 一 组 点 , 则 Am ) = ”% 的 值 可 用 来 构造 经 过 这 N+ 1 
个 点 的 惟一 的 次 数 小 于 等 于 的 多 项 式 。 
推论 4.2( 牛 频 逼 近 ) 设 Pv(x) 是 定理 4.5 中 给 出 的 牛顿 多 项 式 , 并 用 来 逼近 函数 护 x) , 即 : 
xz) = Pr(z) + Bi 人 xz) (17) 
若 fE C[a, 引 ], 则 对 xE[e, 引 ,对 应 地 存在 (c,8) 内 的 数 。 = c(x) ,使 得 误差 项 形 如 : 
人 -和 ) 人 Je) 
(w+lI 
注 : 误差 项 术 (*) 与 第 4.3 节 中 等 式 (16) 和 拉 格 朗 日 播 值 误差 项 相同 。 
从 已 知 的 六 次 多 项 式 护 z) 开 始 计算 其 差 商 表 是 很 有 意思 的 ,对 所 有 的 * 有 Fw*5(x)=0， 
而 计算 显示 ,第 w+ ! 个 差 商 为 0。 这 是 由 于 差 商 (14) 正 比 于 阶 导数 的 数值 逼近 。 
例 4.12 假定 /xz)= 中 -4x, 基 于 点 各 =1,xl=2,…，,xs =6 构 造 差 商 表 ,并 求 基于 节点 0， 
xlsxa 和 ma 的 牛顿 多 项 式 P(x)。 








屡 w(x5) = 





(18) 



































解 见 表 4.9。 
表 4.9 差 商 表 , 用 于 构造 例 4.12 中 的 牛顿 多 项 式 

Am] 第 -苍南 第 二 老 南 “| 。 第 三 共识 第 四 关 商 第 五 关 商 
知 =1 一 3 
和 = 0 -3 
税 =3 15 15 -6 
=4 可 33 一 
4=S 105 引 12 1 ~0 
语 三 级 192 87 1 1 0 -0 
忆 (z) 的 系数 a = -3,al=3,m=6,a=1l 出 现在 差 商 表 的 对 角 线 上 ,中 心 点 
xo=lxl=2 和 x=3 为 第 一 列 中 的 元 素 , 由 式 (3) 可 写 出 : 


Pi(x) =~-3+3(z -1)+6z-lDv-2)+(x -DG -2 -3) 


例 4.13 基于 5 个 点 (8,eos(f)) ,大 =0,1,2,3,4, 构 造 F(z) = oos(x) 的 差 商 表 , 并 用 它 找 出 
下 =1,2,3,4 的 系数 ak 和 4 个 牛顿 插值 多 项 式 Pi(z) ,大 = 1,2,3,4。 
解 : 

为 简单 起 见 , 将 结果 四 含 五 入 到 小 数 点 后 第 7 位 ,在 表 4.10 中 列 出 。 在 式 (16) 中 使 用 表 
中 的 节点 ifly 和 ;za 和 对 角 线 元 素 uoyaliyaa;al,as 可 写 出 前 4 个 牛顿 多 项 式 : 

PC(xz) =1.0000000 - 0.4596977(z -0.0) 

疡 (z) = 1.0000000 - 0.4596977(x ~- 0.0) -0.2483757(z -0.0)(z -1.0) 

已 (z) = 1.0000000 - 0.4596977(x - 0.0) - 0.2483757(z - 0.0)(z -1.0) 

+ 0.1465592(z> - 0.0)(z - 1.0)(x - 2.0) 
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Pi(x) = 1.0000000 - 0.4596977(x - 0.0) - 0.2483757(x - 0.0](x -1.0) 
+ 0.1465592(x - 0.0)(z - 1.0)(x - 2.0) 
- 0.0146568(x* - 0.0)(* -1.0)(x -2.0)(xz - 3.0) 


表 4.10 差 商 表 ,用 于 构造 例 4.13 中 的 牛顿 多 项 式 























玖 和 ] 玉 ，] 扩 ，，] 开 ，] 开 ， 
=0.0 .0000000 

=10 0.5403023 一 0.4596977 

=2.0 一 0.4161468 一 0.9564491 一 0.2483757 

轨 =3.0 一 0.9899925 -0.5738457 0.1913017 0.1465592 

x=4.0 一 0.6536436 10.3363499 0.4550973 0.0879318 一 0.0146568 














下 面 的 计算 实例 说 明了 怎样 计算 系数 az: 
的 v ] - 开 轨 ] = 开 xo] 。0.5403023 - 10000000 
0 9 和 1 二 三 














后 1 = - 0.4596977 
_ 开 t -所 轨 ] -0.4161468 - 0.5403023 
31 2] = ER 50 = - 0.9564491 
oo = an] - 人] 2 _ 二 .3304 0422627 -_024837sy 


图 4.14(aj,(b) 和 (e) 分 别 给 由 了 7= cosg(x) 和 y= 书 (z),y= P(z),y= Pi(z) 的 曲线 图 。 





《a) y= cos(x) 和 过 节点 m =0.0 和 《b) yY = eos(x) 和 过 节点 ao=0.0,xt = 1.0 
=1.0 的 牛顿 线性 多 项 式 己 (x) 和 名 =2.0 的 牛顿 ?次 多 项 式 y= 忆 (x) 





(e) yY= cos(z) 和 过 节点 y= 肠 (x*),m =0.0,z =1.0 和 加 =2.0 的 牛顿 3 次 多 项 式 2 =3.0 


图 4.14 7 = cos( x) 和 不 同 牛 顿 多 项 式 的 曲线 图 
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为 便于 计算 , 表 4.8 中 的 差 商 需 要 存储 在 数组 了 (上 , 力 中 ， 


站 (站 ) = 开 略 aoc 了 了 二 下 《19) 
利用 式 (14) ,得 到 递归 计算 数组 元 素 的 公式 ， 
(站 = DG-DD-DE -1 了 Co0) 
”7 和 CE 


注意 式 (15) 中 的 值 ne 为 对 角 线 元 素 as = D(K,)。 下 面 给 出 计算 差 商 及 求 Pv(z) 值 的 算 
法 ,算法 与 程序 "一 节 中 的 问题 2 讨论 了 如 何 修改 该 算法 ,使 得 可 以 用 一 个 一 维 数组 计算 值 
{tar}。 





程序 4.2( 牛 顿 措 值 多 项 式 ) 构造 和 计算 经 过 点 (次 , 交 ) = (xm)) =0,1N | 
的 次 数 小 于 等 于 六 的 牛顿 多 项 式 : 
Po)= do+rdi(xz-xo)+ 中 az 一 zz ) (21) 


+ 





其 中 : 
中 ,一 由- 


号 o= 入 ,dv = 
。 ， 去 








function [C,D] = newpoly《X,T) 
多 Input -~&X is avector that contains aa 1ist of abscigsas 


多 -Yis a vector that contains a list of ordinates 
多 Dutput -Ris a Vector that contatns the coefficients 

多 Df the Newtor intepolatory ploynomial 

锡 -Dis the divideddifference table 


mn= length(3); 
D= zeros(nyn)i 
D(:1) = 闻 
$ Use formula (20) to fcrm the divided-difference table 
for j= 23:n 
for kx= jin 
D(k, 芒 = (D(R.j-1)-DKk-1.j-1))7CxOc)-Xk-j+1); 

ena 
end 
$ Determine the Coefficients of the Newton incerpolating 
省 polynomial 
C=ptnn)y 
fork=(n-2):-I:1 

C= conv(C,poly(X(kc))); 

中 = jength(C); 

CCm = CCm) + D(k,k); 
ena 


4.4.3 习题 


在 习题 1 ~ 4 中 ,利用 中 心 点 mx 及 辐 系数 amyayom 各 as 求生 顿 多 项 式 
PCx)，Pa(z) ,Pi(xz) 和 Ps(x), 并 在 点 zx= e 处 求 其 值 。 提示 :使 用 式 (1) ~ 式 (4) 和 例 
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4.9 中 的 技术 。 

1. ao=4 aa= -1i 
mo=1 ao=3 
2.ac5 mm=-2 
xo=0 国 = 
3. ao=7 ww=3 
xm=-t mc=0 

4. ao= -2 @= 
m= -3 ai=-1 
在 习题 5~8 中 : 


aa =0.4 
妇 =4 
=0.5 
忆 =2 
aa =0.1 
和 =1 





(a) 计算 函数 的 差 商 表 。 
(b) 写 出 牛顿 多 项 式 PCz) ,Pa(x),P(z) 和 己 (z)。 


5. 




















as =0.01 
所 =4.5 





aa= 一 0.002 
C=2.5 























(ec) 在 给 定 值 * 处 求 (b) 中 牛顿 多 项 式 的 值 。 
(d) 比较 (e) 中 的 结果 与 实际 函数 值 。 
ACxz) = 2 6. PCx) =3.6/x 
xz =4.5，7.5 %=2.5, 3.5 
天 和 JRCek) 下 和 下) 
DO 4.0 2.0000 0 1.0 3.60 
1 5.0 2.23607 】 2.09 1.80 
2 硬 .0 2.44949 2 3.0 I.20 
3 ?3.9 2.645715 ] 4.0 0. 和 
嘻 3.0 2.82843 了 S.0 0.72 
7. .Asx)=3sinm (mx/6) 
x=1.5, 3.5 
全 ) Cs) 
D 0.0 0.00 1.00000 
上 了 0 0.75 0.36788 
2 2.0 2.25 0.13534 
3 3.0 3.00 0D.04979 
了 .0 2.25 0.01832 











9. 考 让 岂 +1 个 点 (zy6) (sw 
(Ca) 若 (N+ 1) 阶 差 商 为 0, 则 证 明 N + 2 直到 1 阶 差 商都 为 0。 
《b) 若 (w+ 1) 阶 差 商 为 0, 则 证 明 存 在 一 w 次 多 项 式 Pv(x) ,使 得 ， 
Pr( 办 ) = 和 大 = 01 村 
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在 习题 10~ 12 中 ,用 第 9 题 的 结果 找 出 过 寻 + 1 个 点 (W< 1) 的 多 项 式 Pv(x)。 
































2 了 
10. | 区 1 二 | 区 12， | 
四 入 0 5 
一 2 工 吕 
" 1 5 
工 2 2 17 
2 3 
2 4 3 了 24 
3 5 
3 4 2 
了 17 
绊 2 5 32 
5 御 
5 -2 上 33 
一 -上 一- 一 一 三 努 





13. 利用 推论 4.2, 找 出 在 中 心 点 m = 0,m = x/2 和 和 =x 处 ,逼近 P(x) = ecos(xx) 的 牛顿 
多 项 式 尸 (z) 在 区 间 [0,x] 内 的 最 大 误差 (1 及 (z)1) 的 界 。 


4.4.4 算法 与 程序 


1. 用 程序 4.2 重新 计算 第 4.3 节 的 “算法 与 程序 "中 的 问题 2。 
2. 在 程序 4.2 中 ,和 抢 阵 六 用 来 保存 差 商 表 。 
《a) 证 明 下 面 的 修改 是 计算 牛顿 播 值 多 项 式 的 等 价 方法 : 


for kk=0:N 

Ra) =Y(k); 
engG 
For j= 1:N 

sork=N:-1: 
ARC) = (A(k) -aCk-1)X(CX(k)-XCk-j)); 

ena 

endl 


(b) 利 用 修改 后 的 程序 4.2 重新 计算 问题 1。 





4.5 切 比 雪夫 多 项 式 ( 可 选 ) 


考虑 [ - 1,1] 内 成 z) 的 基于 节点 -ls m < es <… < wwsl 的 多 项 式 插值 , 拉 格 朗 日 多 项 
式 和 牛顿 多 项 式 都 满足 : 
za) = Re) + 本 (xz) 
其 中 : . 
忆 (z) = 0 后 09) (1) 
六 + 
而 @(z) 为 +1 次 多 项 式 ， ， 、 
Q(z) = (rz -xxojz -ai)(x -av) (2) 
利用 关系 式 : 


max_lsrst| 1 Fe) 有 
1 Enw(s) <1Q(Co) 1 一 
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我 们 的 任务 是 根据 切 比 雪夫 的 推导 ,选择 节点 集 1z j = 0, 使 max_ ssei iT10(z) 有 最 小 。 
这 将 需要 讨论 切 比 雪夫 多 项 式 及 其 性 质 , 表 4.11 列 出 了 切 比 雪夫 多 项 式 的 前 8 项 。 
表 4.11 切 比 袁 夫 多 项 式 而 (X 到 万 (加 
To(z)=1 
《= 和 
了 (zx) =22 一 1 
(xz) =423 一 3x 
了 4(z) = gx4 一 8w + 工 
中 (xz) = 16x5 -20x3 +5x 
和 (xz) =3225 -各 中 +18x2 -1 
了 (0) = 的 客 -1]2x + 3562 -7x 








4.5.1 切 比 雪夫 多 项 式 性 质 





性 质 1 递归 关系 
切 比 雪夫 多 项 式 可 以 按 如 下 方法 生成 。 设 刺 (z) = 1 和 了 (xz) =x, 利 用 递归 关系 ; 
下 (z) = 2x7 (xz) - 了 (xz) ， 下 = 2;3， (3) 
性 质 2 导出 系数 
当 六 1 时 ,7yw(x*) 中 央 的 系数 为 27-4。 
性 质 3 ”对称 性 
当 六 =24 时 ,Tou(x) 为 偶 本 数 , 即 : 
Tow(- xz) = Pov(x) 《4 
当 闪 =2MH+1 时 ,7owsi(z) 为 奇 画 数 , 即 ， 
Tora(- sa) = -Touri(z) 《35) 
性 质 4 [- 1, 人 内 的 三 角 函 数 表示 
Tv(z) = eos(N aroos(z))， -1<x<1 《6) 


性 质 5 [ -1,1] 内 的 不 同 零点 

在 区 间 [ - 1,1] 内 8w(x) 有 个 不 同 的 零点 zx ( 见 图 4.15): 
， (5 Ds] 
0 


这 些 值 称 为 切 比 雪夫 点 (节点 )。 
性 质 6 家 值 


,=0,1 ,NT 《7) 


1 pr(x) sl -1sxsl 《8) 
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DO 


图 4.15 [~ 1,1 内 的 切 比 雪 夫 多 项 式 蜀 (z) ,7 (xz)，…, 四 (xz) 的 曲线 


性 质 1 通常 用 作 高 次 切 比 雪夫 多 项 式 的 定义 ,下 面 我 们 证 明 mi(x*) = 2x7s(z) -Ti(x)。 
利用 表 4.11 中 及 (z) 和 .(x) 的 表达 式 , 有 : 
2xT2(x) -Ti(xz) = 2x(222 -1) -xy =488 -3x = 有 (xz) 
性 质 2 可 通过 证 明 递归 关系 将 2 _,(*) 的 最 高 次 项 系数 乘 2 得 到 ?7w(x) 的 最 高 次 项 系数 
完成 。 
人 性 质 3 通过 证 明 Tax(x) 只 包含 * 的 个 次 宕 而 pw (xy) 只 包含 * 的 奇 次 寡 完 成 。 详 细 证 
明 贸 作 练习 。 
性 质 4 的 证 明 利 用 三 角 恒等式 : 
cos( 朋 ) = cos(2b)cos(( 下 - 2)8) - sin(28)sin( 天 -2)6) 
用 ceos(26) = 2cos(6) -1 和 sin(26) = 2sin(6)eos(6) 代 换 ,得 ; 
cos( 朋 ) = 2cos(g)(coa(g)cos(( 大 ~- 2)9) - sin(6)sin(( 关 -~ 2)0))》 -oos(( 大 -2)9) 
简化 得 : 
cos( 枢 ) = 2cos(g)cos( 开 -1)8)》 - cos(( 天 2)8) 
最 后 ,代入 6 = arceos(x) 得 : 
2xcos({( 上 - 1)arocos(z))》 - cos({( 开 -2)arccos(z)) 
= cos(arccos(z))，-1<xs1 (9) 
节 前 2 个 切 比 雪夫 多 项 式 是 To(x) = cos(0areeos(z)) =1 和 于 (zx) = cos(lareeosg(z)), 设 
对 大 =2,3，,N-1 有 下 (>z) = cos(farceos(x)),=2,3,…, 放 -1。 将 (9) 式 代入 公式 (3) ,得 
到 一 般 情 况 : 
Tv(z) =2x7N-i(xz) - 7y-az(z) 
=2xcos((N - 1)arccos(x)) - eos((W - 2)arecos(z)) 
= cos( Warccos(x))，-T sx 雪上 


性 质 5 和 性 质 6 是 性 质 4 的 推论 。 
4.5.2 最 小 上 界 


俄罗斯 数学 家 切 比 雪夫 研究 了 如 何 使 1Bv(*)1 的 上 界 最 小 。 一 种 方法 是 使 用 [ - 1,1] 内 
1@(z)1 的 最 大 值 与 [ - 1,1] 内 1Ae (z)MCN+ 1)1 1 最 大 值 之 积 。 切 比 雪夫 发 现 ,要 使 因子 
maxtlQ(x)1 最 小 ,应 该 选择 ze, zxw ,使 得 O(z) = (12)Tw (xz)。 
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定理 4.6 设 六 是 固定 的 ,对 等 式 (2) 的 所 有 可 选 的 C(x), 即 对 [ -1,1] 中 所 有 训 能 的 不 同 节 
点 jz 上 zs 多 项 式 F(xz) = Pi(x) 人 2 是 惟一 的 ,具有 性 质 : 


ax 和 FTCz) 上 二 1 Qtxz) 1 





的 选择 。 并 且 : 
1 


ax 7T(xz) 时 = 浆 (10) 


证 明 可 在 参考 文献 [29] 中 找到 。 
该 结果 可 以 叙述 为 ,对 [ - 1,1] 内 的 拉 格 朗 日 插值 Kx) = Pv(s) + 忻 (z) ,误差 界 的 最 小 
值 为 : 


(max QGz) 1DCmarl RD(z)C+ DTITD 
当 节点 jj 为 切 比 雪 夫 点 (节点 ) 时 得 到 。 作 为 示例 ,我 们 来 构造 一 个 rw, (zx) 拉 格 半日 
系数 多 项 式 。 首 先 用 等 距 节点 ,然后 再 用 切 比 雪夫 节点 。 = 3 次 拉 格 朗 日 多 项 式 具有 形式 ， 
Pi(z) = 所 xzo)Zao(z) + 成 和 Pi(x) + Po)ias(z) + 有 扰 m)2s(z) (11) 


4.5.3 等 距 节点 
若 A(x) 由 [ - 1, 内 至 多 3 次 的 多 项 式 逼近 , 则 将 等 距 节点 ve = - 1, = -13, 和 =193 
和 罗 =1 代 信人 4.3 节 中 的 式 (8) ,简化 后 得 到 表 4.12 中 的 系数 多 项 式 二 ,(x)。 


表 4.12 用 来 构造 户 { X) 的 拉 格 朗 日 系数 多 项 式 ,基于 等 距 节 点 X = - 1+2K3 
of(x) = - 0.06250000 + 0.06250000x + 0.56250000x2 - 0.56250000s3 
.1(x) = 0.56250000 ~ 1 ,68750000s - 0.56250000x2 + 1.6875000023 
三 .2(x) = 0.56250000 + 1.68750000z - 0.56250000x2 - 1.6875000023 
胡 50xY) = -0.06250000 -0.06250000x + 0.56250000x2 + 0.56250000x3 


4.5.4 切 比 雪夫 节点 


车 /2) 由 [- 1] 内 至 多 3 次 的 多 项 式 逼 近 , 使 用 切 比 雪夫 节点 z = cus(7x/8)， 
2 = cos(5r18) ,xz = oos(3r18) 和 za = cos(x/8) ,系数 多 项 式 的 计算 是 枯燥 的 (但 可 以 由 计算 机 
来 完成 ) ,其 简化 后 的 系数 多 项 式 在 表 4.13 中 给 出 。 


表 4.13 用 于 构造 户 ({ xj 的 系数 多 项 式 ,基于 切 比 雪夫 节点 = cos({7 -2 提 mjB) 














Co(x) = -0.10855339+0.11208538x + 0,70710673x2 -0.76536686x3 
CI(z) = 0.60355339 - 1.57716102z - 0.707I0678x2 + 1.84775906z3? 
Ca(x] = 0-60355339+ 1.57716102x - 0.70710678x2 -1.84775906x3 
人 (xz) = 一 0.10355339 -0.11208538x + 0.70710678z? + 0.7653668623 





例 4.14 比较 分 别 用 表 4.12 和 4.13 的 系数 多 项 式 得 到 的 ,zx) = ce 的 3 次 拉 格 妆 日 多 项 式 。 
解 : 
用 等 距 节 点 ,可 得 多 项 式 : 
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P(xz) = 0.99519577 + 0.99904923x + 0.54788486x? + 0.17615196 和 2 
这 是 由 函数 求 值 : 
刀 zo) = e00 = 0.36787944 xz)= ec =0.71653131 
za) = ea3 =1.39561243 za) = e0 =2.71828183 
并 利用 表 4.12 中 的 系数 多 项 式 Paks(x) 构 造 线性 组 合 得 到 : 
P(x) =0.367879447ao(x) + 0.71653131zsi(z) + 1.3956124375 (xz) 
十 2.7182818373 (xz) 
类 似 地 , 当 使 用 切 比 雪夫 节点 时 ,得 ; 
T(x) = 0.99461532 + 0.99893323x + 0.54290072x2 + 0.17517569x3 
注意 系数 与 P(x) 中 不 同 ,这 是 使 用 了 不 同 节点 和 函数 值 的 结果 ; 
xzo) = ee =0.39697597 
Cn) = e -oa = 0.68202877 
所 z) = ea = 1.46621380 
护 i) = e09o9 =2.51904417 
表 4.13 中 的 系数 多 项 式 Ci(z) 用 来 构造 线性 组 合 ， 
T(x)》 = 0.39697597 Co(x) + 0.68202877Ci(x) + 1.46621380C:(z>) + 2.51904417Cy(z) 
为 了 比较 P(x) 与 K(x) 的 精度 ,图 4.16(a) 和 (b) 中 分 别 绘 出 其 误差 函数 的 曲线 。 最 大 
误差 1e" - P(xz)1 在 =0.75490129 处 出 现 , 且 : 


1e -PCx)1s0.00998481 ，-1<x<si 
而 最 大 误差 1e- - F(xz)1 在 > =]1 处 出 现 , 且 ; 
1e - 扩 z)1 达 0.00665687 ，- Tsxsl 
注意 :Y(z) 的 最 大 误差 约 为 P(z) 误 差 的 213, 而 且 误差 在 区 间 内 的 分 布 也 更 均匀 。 


4.5.5 龙 格 现象 


我 们 现在 更 进一步 来 看 使 用 切 比 雪夫 插值 节点 的 优越 任 ,考虑 [ - 1,1] 区 间 内 基于 等 虐 节 
点 的 天 =) 的 拉 格 朗 日 插值 。 误 差 为 (x) = /zx) - Py(x) 是 否 随 着 让 增加 而 趋 近 于 0 呢 ? 对 
于 像 sn(x) 或 * 这 样 的 函数 ,其 所 有 导数 有 同样 的 常数 界 1 ,答案 是 肯定 的 。 而 在 一 般 情况 
下 ,答案 是 否定 的 ,而 且 很 容易 找到 序列 | Pv(x)1 不 收敛 的 函数 。 若 Kx) = 1(1+ 1222), 则 误 
差 顶 Er(x) 的 最 大 值 当 No 时 增加 。 这 种 不 收敛 性 称 为 龙 格 现象 ( 见 参考 文献 [90])。 基 于 
匡 个 等 距 节 点 的 10 次 拉 格 裔 日 多 项 式 在 图 4.17(a) 中 给 出 ,在 区 间 的 端点 附近 发 生 了 大 的 振 
葛 , 若 节点 数 增加 , 册 振 菏 变 得 更 剧烈 。 该 问题 的 出 现 是 由 于 节点 是 等 蝶 的 。 

若 使 用 切 比 雪夫 节点 来 构造 Kx) = 1(1 + 12z2) 的 10 次 插值 多 项 式 ,误差 会 较 小 ,如 图 
4.17(p) 所 示 。 在 使 用 切 比 雪夫 节点 的 条 件 下 ,误差 三 (x) 将 随 着 No 而 趋 于 0。 一 般 情况 
下 ,车 扎 s) 和 疡 (s) 在 [- 1,I 内 连续 , 则 可 以 证 明 , 切 比 雪夫 搬 值 将 产生 一 个 多 项 式 序列 
[Puv (sx) ,在 [ - 1. 巧 内 一 致 收敛 于 F(z)。 
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图 4.16 《a) 人 -11 内 拉 格 遍 日 逼近 的 误差 函数 y= “~ P(z) 
(b)[ -11] 内 拉 格 妆 日 逼近 的 误差 函数 y= 盖 - Kx)》 


DR 








图 4.17 《ay yY= M(L+12 达 ) 的 多 项 式 通 近 ,基于 [ - 1, 菇 内 的 等 距 节点 
(b) 7= 1/L+ 12x ) 的 多 项 式 逼近 ,基于 [ - 1,1] 内 的 切 比 雪夫 节点 


4.5.6 区 问 变 换 


有 时 需要 考察 在 区 间 [e, 5] 内 描述 的 问题 ,并 将 问题 重新 在 解 已 知 的 区 间 [e, d] 内 表示 出 
来 。 若 要 得 到 区 间 [e, 习 内 (zx) 的 逼近 Pv(x), 则 作 变 量变 换 ,使 得 问题 在 区 间 [ - 1,1] 内 表示 ， 


一 @ 儿 十 古 起 ，_ 0 区 二 避 
xz =( 录 ) + 二 或 上 = 2 一 1 42) 

















其 中 wa<xsb, 且 -1<tcs<lo 
区 间 [ - 1,1] 内 所 和 需 的 切 比 雪夫 节点 为 : 


ai=eos( (2W+1-26)5RF 5 ， 大 =0,1，… (13) 
利用 式 (12) 可 得 [ e,5] 内 的 插值 节点 : 


如 = 改革 0 (14) 


定理 4.7{ 技 格 朗 日 - 切 比 志 夫 逼 近 多 项 式 }) 设 Prv(x) 为 基于 式 (14) 所 给 切 比 雪夫 节点 的 拉 
格 朗 日 多 项 式 。 若 fE C"…[a ,5], 则 : 
2 人 一 Gy 


1Ka) - 记 (O < max | FeDKx)》 人 (15) 


ee 
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例 4.15 在 [0,r/4] 上 对 于 扎 z) =sin(x), 求 拉 格 朗 日 多 项 式 Pi(x) 的 切 比 雪夫 节点 和 误差 
界 (15)。 
解 : 
利用 式 (12), 式 (13) 和 式 (14) 计 算 节点 : 
= cos( 本 20 可 + 生 = 0.1 5 
利用 式 (15) 中 的 界 LFG (xz)1s1-sin(rM4)1=2-2= 对 ,得 ; 


1 - Pr(x) Is (入 ) ( 坷 )z -2 二 0.00000720 


4.5.7 正 交 性 质 


在 例 4.14 中 ,利用 切 比 雪夫 节点 来 求 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 ;通常 ,这 隐 含 说 明 W 次 切 比 
雪夫 多 项 式 可 由 基于 N + 1 个 节点 的 拉 格 朗 日 多 项 式 求 得 ,这 些 节点 为 rv,(z) 的 w+1 个 





























根 。 然 而 ,直接 求 通 近 多 项 式 的 方法 是 将 Pv( x) 展 开 为 表 4.11 中 多 项 式 (xz) 的 线性 组 合 
因此 , 切 比 雪夫 插值 多 项 式 可 写 为 ; 
Pw(z) = 六 ar(a) = co7o(z) +cmn(z)+…+cnw(z) (16) 
的 形式 。 
容易 求解 式 (16) 中 的 系数 fcr | ,其 技术 上 的 证 明 需 要 使 用 如 下 的 正 交 性 质 。 设 ， 
oos( 开 区 二 下 = 0 (17) 
并 (xx) 世 (ms) = 0， 天 (18) 
， 
2TFo0D0a = 人 yz0 (09) 
官 (si)7o(m) = w+l (20) 


] 
利用 性 质 4 和 式 (18) 及 式 (20) 可 以 证 明 如 下 定理 : 


定理 4.8{ 切 比 雪 夫 逼近 ) 在 [ - 1,1] 内 A(x) 的 次 数 小 于 等 于 N 的 切 比 雪夫 逼近 多 项 式 
R(z) 可 写 为 | 站 (xz) 和 的 形式 : 


xz) = Pv(z) = sr( (21) 


系数 ic 1 可 用 公式 : 





ma) = 下 证 闷 7w) (22) 
和 ， 





= 元 生 症 Aco5ta) 


卫 


_ 2 w、 se 记 让 二 D] = 2 (23) 
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计算 。 
例 4.16 求 区 间 [ - 1,1] 内 逼近 函数 Pi(xz) 的 切 比 雪 去 多 项 式 FLx) = er 
解 : 
利用 式 (22) 和 式 (23)》 ,以 及 节点 wa :oos(r(25+1)18), 下 =0,1,2,3 计 算 系数 ; 


全 
了 凶 

= 于 人 1 ) = 到 enm = 1.13031500 
全 中 
; 3 

= 去 呈 人 (ma) = 于 六 mooa 人 2 2] - 0.27145036 
人 名 公 
; ， 

。- 了 六 entn) = 到 阅 oneosf3x 华 呈 ) -= 0.04379392 


Pa(s) = 1.266065687o( xz) + 1.130315007(z) 
+ 0.27145036 了 (xz) + 0.0437939275(z) 《24) 
车 将 (24) 式 展开 为 x 的 暴 函 数 ,结果 为 
Po(z) = 0.99461532 + 0.99893324x + 0.54290072x2 + 0.1751756822? 
与 例 牛 才 中 的 多 项 式 F(x) 相 同 。 车 目的 是 求 切 比 雪夫 多 项 式 , 则 最 好 用 式 (22) 和 式 (23)。 


4.5.8 MATLAB 


下 面 的 程序 使 用 eval 命令 ,而 没有 用 前 面 程序 中 用 到 的 feval 命令 。eval 命令 将 一 个 MAT- 
LAB 字符 串 解 释 为 表达 式 或 语句 ,例如 ,下 面 的 命令 将 快速 地 计算 下 = 0,1,...,5 时 x = 5/10 处 的 
余 孩 值 ， 
> > x=0:.1:.53 
> > eval( "cos(x)) 


ams = 
1.0000 0.99500.9801 0.9553 0.9211 0.8775 





程序 4.3( 切 比 客 夫 逼近 } 构造 和 计算 [ - 1,1] 内 的 w 次 切 比 雪夫 通 近 多 项 式 ,其 中 ， 
PCx)》= 冯 om (sz) 
基于 节点 : 


| 











function [c,X,Y] = cheby(tunnva,b) 
% Input  - fun is the string function to be approximated 


多 -is the degree of the chebyshev interpolating 
和 Polyncmial 

务 -ais the left end point 

多 -P is the right end point 
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Output - C is the coefficient 1ist for the polynomial 
多 - X contains the abscissas 

多 - Y contains the ordqinates 

if nargin= =2,a= -1ib=1liend 

dG=pi/(2x 了 n+2)5 

C= zeros(1,nt+1)5 


fork=1l:n+1 
X(k)cos((2*k-1)x da) 

end 

X=(b- ay*X2+(a+rDb)/2; 

X= 共 3; 

Y= eval(fun); 


fork =1:n+1 
Z=(2#xk-1)#adi 
for 了 =1:n+1 
CC)=cG)+YCO xceos(j-1)xz); 
end 
end 
CG=2xCn+r1)5; 
CS) = C(1)/25 


4.5.9 习题 


1. 利用 尾 质 1 
(Ca) 由 呆 (z) 和 兄 (z) 构 造 mx)。 
(b) 由 5(xz) 和 (sz) 构 造 0(z)。 
2. 利用 性 质 1 
(a) 由 (xz) 和 和 (xz) 构 造 3(x)。 
(b) 由 (z) 和 75(z) 构 造 (zx)。 
. 利用 数学 归纳 法 证 明 性 质 2。 
. 利用 数学 归纳 法 证 明 性 质 3。 
: 计算 区 间 [ -1,41] 内 7 的 最 大 值 和 最 小 值 C。 
. 计算 区 间 [ - 1,1] 内 罗 的 最 大 和 最 小 值 。 
提示 :73:(L2) =0 和 Y(-12)=0。 
7. 计算 区 间 [ -~ 1,1] 内 到 的 最 大 和 最 小 值 。 
提示 :74(0) =0,74(2-2)=0 和 了 T(-2-2)=0。 
8. 设 在 | -1.1 内 ,F(xz)=sin(x) 
(a) 利用 表 4.13 中 的 系数 多 项 式 求 切 比 雪夫 逼近 多 项 式 P(z)。 
《b) 求 误 差 界 lsin(x) - Pi(x)1。 


Guw wm 








四 ”此 处 当 是 原文 有 遗漏 ,可 能 是 求 ?: (=) 的 最 大 值 和 最 小 值 。 以 下 第 6 题 和 第 7 是 类似 ,分 别 求 pi(z) 和 7u(x ) 的 最 
小 值 )-- 一 译 者 注 。 
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9， 设 在 [ -1,1] 内 ,Kx) =ln(x+2) 
(a) 利用 表 4.13 中 的 系数 多 项 式 求 切 比 雪 夫 有 逼近 多 项 式 Pi(x)。 
(b) 求 误差 界 1In(x+ 2) - P(x)1。 
10. 2 次 拉 格 朗 日 多 项 式 具有 
扎 g) = 所 2o)Pao(xz) + 扰 z)Ez) + 珠 生 )Pa(x) 
的 形式 , 若 切 比 雪夫 节点 采用 和 = cos(Sx16) ,z =0 和 x, = cos(x/6) ,证 明 :系数 多 项 
式 为 : 


Pa)=1- 竺 
(= 志 + 等 
. 设 在 [ -1,H 内 ,Kx)= cos(z)。 
(a) 利用 习题 10 中 的 系数 多 项 式 求 拉 格 朗 日 - 切 比 雪夫 和 逼 近 多 项 式 己 (z)。 
(《b) 计算 误差 界 1eos(z) - P:(z)1。 
. 设 在 [ -141 内 ,Kxz) = er。 
《a) 利用 习题 10 中 的 系数 多 项 式 求 拉 格 朗 日 - 切 比 雪夫 通 近 多 项 式 户 (>)。 
(b) 计算 误差 界 1e - 己 (x)1。 
习题 13 ~ 15 对 [ - 1, 匡 内 函数 . 扎 x) 的 泰勒 多 项 式 和 拉 格 朗 日 - 切 比 雪夫 逼近 多 项 式 进 行 
比较 ,计算 它们 的 误差 界 。 
13. 几 z) = sin(x), 六 =7; 拉 格 朗 日 - 切 比 畦 夫 通 近 多 项 式 为 ， 
sin(x) ~ 0.99999998z ~ 0.16666599x? + 0.00832995x3 ~- 0.00019297x7 
14. xz) = coa(z), 六 =6; 拉 格 朗 日 - 切 比 署 夫 各 近 多 项 式 为 ; 
cos(x) = 1 -~ 0.49999734x2 + 0.04164535x -0.001346085 
15. Ax) = ee W=7; 拉 格 妥 日 - 切 比 雪夫 逼近 多 项 式 为 ， 
ef 二 0.99999980 + 0.99999998x + 0.50000634x2 
+ 0.16666737x + 0.04163504x* + 0.00832984xs 
+ 0.00143925x* + 0.00020399x7 


总 


16. 证 明 等 式 (18)。 
17. 证 明 等 式 (19)。 


4.5.10 算法 与 程序 
在 问题 1~ 6 中 , 当 (a) W=4,(b) =5， (ce) w= 6,(d) W =7 时 ,利用 程序 4.3 计算 
[= 了 内 灰 x) 的 切 比 雪夫 多 项 式 Pv(x) 的 系数 fc | 。 在 每 种 情况 中 , 在 同一 坐标 系 中 
画 出 妃 z) 和 羽 (x) 的 曲线 。 
1. (Cs) = 2. Kxz)=sin(z) 
3. xs) = cos(z) 4. Kx)=Dn(z+2) 
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5. .FKx)=(z+2)2 6. PCx) = (x+2)6 3 
7. 利用 程序 4.3(N = 5), 求 fieos(x)d 的 通 近 。 


4.6 帕 德 逼近 


在 本 节 中 ,我 们 引进 蝴 数 的 有 埋 通 近 的 概念 ,在 其 定义 域 的 一 个 部 分 区 间 内 逼近 函数 
7x)。 

例如 , 若 护 x) = cos(x) , 则 只 需 找到 其 在 区 间 [0,x/2] 内 的 逼近 公式 ,然后 可 以 利用 三 角 
恒等式 计算 [0, /2] 以 外 的 cos(z)。 

[ae , 菇 将 的 有 理 函 数 所 xz) 是 两 个 六 次 和 型 次 多 项 式 Pv(s) 和 0w(x) 的 分 式 。 使 用 记号 
Rww(x) 来 表示 这 一 分 式 ; 

















Run = 全 全 ， @ 氨 二 所 放 (1) 
我 们 的 目标 是 使 最 大 误差 尽 可 能 地 小 。 对 给 定 的 计算 能 力 ,通常 可 以 构造 出 一 个 有 理 逼 
近 , 其 在 [e, 妇 内 的 整体 误差 小 于 多 项 式 逼 近 。 以 下 的 推导 只 是 一 个 导论 , 且 仅 限 于 帕 德 遇 
近 。 
帕 德 方法 要 求 所 *) 及 其 导数 在 * = 0 处 连续 。 选 择 点 * =0 有 两 个 原因 ,第 一 ,这 使 计算 变 
得 简单 ;第 二 ,可 以 通过 变量 变换 把 计算 平移 到 一 个 包含 0 的 区 间 。(1) 中 使 用 的 多 项 式 为 , 
Po(y) = Po+Dixt+B2x2 二 二 DAN 《2) 





和 : 

Our(z) =1+9x +9 科 十 十 GE (3) 

多 项 式 (2) 和 (3) 的 构造 要 求 所 xz) 和 Rww(z) 在 *=0 处 相等 ,是 其 w+ 阶 导数 在 v =0 

处 根 等。 在 Qu(z) = 1 的 情况 下 ,该 逼近 为 fx) 的 马克 劳 林 展 开 。 对 因 定 的 + 好 , 当 Pv(x) 
和 Qvw(x) 有 相同 次 数 时 或 当 Pw(x) 的 次 数 比 Ow(*) 次 数 高 次 时 误差 最 小 。 

注意 Qu 的 常数 项 为 go = ,这 是 允许 的 ,因为 它 不 能 为 0, 而 当 Pv(x) 和 Quw(x) 被 同一 党 

数 除 时 , Rww(x) 不 变 。 因 此 有 理 函 数 Rvw(z) 有 AN+ 开 +1 个 未 知 系数 。 设 所“) 是 解析 的 ， 

且 有 马克 劳 林 展开 : 

















8) = ago 和 + (4) 
和 差 六 xz)Ow(z) - Pv(xz)=Z(z): 
(3 zj) oe ) - me < 区 (5) 


(5) 式 右 问 式 和 式 的 下 标 为 相 了 Mt ,是 因为 /sj 和 Ruww(z) 在 zx=0 处 的 前 N+ 
阶 导 数 相 等 。 
将 (5) 式 左 端 展开 , 且 令 丰 =0,1…-，N+ 于 的 v 系数 为 0, 可 得 到 线性 方程 组 ， 
ao -po=0 
goo+a 一 ps0 
aa0+9IaI+a 一 pz= 0 


9aco+9qgzal+ga+o 一 P= 人 0 
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Guan + giant +T + Prv=0 《6) 
和 
GuGw-wsl 十 Gil-Hs2 十 十 91Gw +enl =0 
Quan-isa + Gy-1Gn-ass + 十 gr +ana =0 (7) 
9wan + goal Tanwrr+eanwy =0 








注意 ,在 每 个 等 式 中 , 乘 式 的 两 个 因子 的 下 标 和 相等 , 且 该 和 从 0 到 + 对 增 大 。(7) 式 
中 的 1 个 等 式 只 包含 W 个 未 知 量 9 ,92,…，,q ,应 该 首先 求解 ,然后 利用 式 (6) 中 的 等 式 求 出 


own 
例 4.17 建立 帕 德 关 近 ; 











15 120 - 6900x2 + 313x 


os(z) ~ Rs(z) 15720677 6605 得 三 


(8) 
解 : 
在 [ -5,5] 区 间 内 的 cos(x) 和 Rs(x) 曲 线 见 图 4.18。 








图 4.18 7= eos(x) 及 其 帕 德 吉 近 员 , (xz) 的 曲线 图 


落 使 用 cos(x) 的 马克 劳 林 展 开 , 则 将 得 到 包含 9 个 未 知 量 的 9 个 方程 式 。 而 cos(z) 和 
Rs(z) 都 是 偶 函 数 且 包含 习 项 , 若 由 .Kx) = cos( zl2) 开 始 则 可 简化 计算 : 


芋 工 


_ 了 工 上 2 1 3 1 4 
7 = 工 -5+ 列 2- 觅 对 + 和 5 于- (9) 


在 这 种 情况 下 ,等 式 (5) 变 为 ， 
(1 -二 z + 十 字 -2 1 4 …) 2 2 
到 玖 xz 787 + 和 5202 (+ gx+g2 和 2) -Po 一 一 Pa 
=0+0x+02+02+04 cs + cox6d 
当 比 较 x 的 前 5 个 指数 项 系数 时 ,得 到 如 下 的 线性 方程 组 
1-pm=0 
1 
-二 +9-P=0 


1 1 
区 -了 0+2-Pm=0 (10) 
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1 1 
-也 + 双 9 -本 92=0 
1 1 -0 
有 天 - 生 + 歼 印 = 
式 (10) 中 的 后 两 个 方程 必须 先 求 解 ,它们 可 改写 为 易于 求解 的 形式 : 
9 - 1292 =- 攻 和 -和 +30 = 而 
先 通过 等 式 相 加 解 出 9 ,再 求 出 9i : 
- 二 ( 盐 雪 =- -13 
呈 = 家 有 区 /二 于 杯 
《11) 
-直上 + -36 -1 
4 = 及 + 再 1 疡 252 
利用 式 (10) 的 前 3 个 方程 ,显然 pe = ,并且 可 以 利用 式 (11) 中 的 9 和 9 解 得 和 
1 11 115 


2 
1 _ 1 13 313 


严 = 对 -5 二 五 声 
再 利用 式 (11》 和 式 (12) 中 的 系数 构造 Xr) 的 有 理 透 近 ， 
as) < 1 - 115xv252 + 313x2715 120 (13) 
1 + 11x/252 + 13xz715 120 
由 于 cosg(x) = 所 全) ,可 以 用 妇 代 钦 式 (13) 中 的 *, 得 到 的 结果 是 式 (8) 中 的 Rs(x) 的 公 
式 。 
4.6.1 连 分 式 


例 4.27 中 的 柏 德 再 近 尺 .(x) ,每 求 1 个 值 需要 至 少 122 个 算术 运算 ,利用 连 分 式 可 以 将 
计算 量 减少 到 了 个 运算 。 从 (8) 式 开始 , 求 其 多 项 式 余 项 ， 


玉 ,(z) -= 巧 1204313 - (6900X313)2 + 字 
“120013+ (660783J 人 十 交 


(12) 





_ 313 ( 琶 3 名 人 12 6007823 + 妇 】 
人 112003+(060113) 夺 二季 
对 余 项 再 次 进行 这 一 过 程 ,结果 为 


Re- 313 _ 296 280/169 
000660713) 姓 好 
12 6007823 + 和 
_ 313 296 280“169 
”了 “也 两 ，， 4 甸 呈 395576735 
10659“ ”人 6000823 + 
为 了 计算 ,将 分 式 写 为 小 数 形式 ,得 : 
1753.13609467 
Res(z) = 24.07692308 - 35.45938873 + x+ 620.19928277/(15.30984204 + 到) 09) 
可 计算 式 (14) ,首先 计算 并 保存 好 ,然后 从 分 母 的 最 右 端 开始 ,依次 进行 加 法 ,除法 ,加 
法 ,加 法 除法, 减法。 这样 总 共 需 要 7 步 运算 来 求 得 式 (14) 中 的 连 分 式 Rs(x) 的 值 。 
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Ri(z) 与 6 次 素 勤 多 项 式 P(z) 进 行 比较 ,后 者 也 需要 7 步 运算 来 求 得 找 套 形式 ， 


wo 人 -二 全 -高 


= 1+ 委 (-0.5+ 好 (0.0416666667 - 0.0013888889x2?) ) 
的 值 。 图 4.19(a) 和 (b) 分 别 给 出 了 [ - 1,J] 区 间 内 枉 (*) = coa(z) - Rs(x) 和 已 (xz) = 
cos(x) - P(x) 的 曲线 图 。 最 大 误差 在 端点 处 出 现 ,分 别 为 酌 (1) = -- 0.0000003599 和 本 (1)》 
=0.0000245281, R44(x) 的 最 大 误差 约 为 Ps(x) 的 1.467% 。 在 较 小 的 区 间 内 , 帕 德 逼近 优 于 
泰勒 逼近 ,在 [ - 0.1,0. 避 区 间 内 ,有 酌 (0.1) = - 0.0000000004 而 已 (0.1) = 0.0000000966, 因 


























些 Rs.《zx) 的 误 盖 大 小 约 为 Pe(*) 误 差 大 小 的 0.38492 。 





图 4.19 (〈a)》 帕 德 逼近 Re {z) 的 误差 下 (=) = cos(z) - 丈 (z) 曲 线 
(b) 泰勒 遇 近 P(x) 的 误差 玉 (z) = ce(x) = cos(x) - 己 (x) 曲 线 


4.6.2 习题 
1. 建立 帕 德 逼近 


2 +x 


人 Rs) 二 





2 (a) 求 /xz) = m(1+ *)/x 的 帕 德 吉 近 RR,(*)。 提 示 : 由 马克 劳 林 展 开 开 始 ， 


As) = 工 -各 + 生 - 
(b) 用 (a) 中 的 结果 建立 逼近 ， 


， 
In(L+ z) = Ri(z) = 人 十 和 


扣 +45 
3 (a) 求 凡 x) =tan(z2)《xt2 的 玉 ,(z)。 提 示 ; 由 马克 劳 林 展 开 开 


PCx) = 1+ 部 + 生 4 
(b) 用 (a) 中 的 结果 建立 逼近 : 
tan(x) = Rs(z) = 








1Sxz - zx 
15 - 6z 





4. (a) 求 所 xz) = aretan( xi )]aa2 的 Ri(x)。 提 示 : 由 马克 劳 林 展开 





始 : 


开始 : 


(15) 
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AD -1 和- 
(b) 用 (a) 中 的 结果 建立 通 近 : 
3 
aretan(z) ~ Ra(x) = 区 
《e) 将 (b) 中 的 有 理 函 数 R,:(x*) 用 连 分 式 形式 表示 。 
5. (a) 建立 帕 德 鼻 近 : 
2 
(b) 将 (a) 中 的 有 埋 函 数 R::(x) 用 连 分 式 形式 表示 。 
6 (g) 求 所)= (1+x)yx 帕 德 殖 近 兄 ,:(x)。 提 示 : 由 马克 劳 林 展 开 开始 : 
《b) 利用 (a) 中 的 结果 建立 ， 
30x +21x2 十 好 
ln(] + x) = Raas(x)》 = 5 
(e) 将 (b) 中 的 有 理 函 数 表 示 为 Rs :(x) 连 分 式 形式 。 
7 个 求 Ax)=tan(z2)Xa 2 的 玉 a(z) ,提示 :由 马克 劳 林 展开 开始 : 
二 ) = 1+ 闻 + 等: 二 
《b) 利用 (a) 中 的 结果 建立 : 
94Sx - 105 委 + 吃 
0 > Re 2 
(e) 将 (b) 中 的 有 理 函数 表示 为 Rs,(*) 连 分 式 形式 。 
8 (a) 求 Kx) = aotan(x2 《zx 的 玉 :(x) ,提示 :由 马克 劳 林 展开 开始 ， 
《b) 利用 (a) 中 的 结果 建立 ， 
(e) 将 (b) 中 的 有 理 函 数 表 示 为 R,,(x) 连 分 式 形 式 。 
9. 建立 帕 德 逼近 : 
2 
0 
10. 建立 帕 德 通 近 : 
。 _ 1680 + 840x + 180 + 20 呈 + 入 
Re = 1680 二 WOx + 一 3027 人 
4.6.3 算法 与 程序 





























比较 对 函数 所 xz) = er 的 逼近 : 
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Co 


代 


ww 


3 
区 


泰勒 逼近 :Tu(z) =-1+ x+ 瑟 + 邱 + 和 


7 IJ2+6x+ 和 下 
帕 德 逼近 : Rs (x) = 芒 6w + 三 


(a) 在 同一 坐标 系 中 夯 出 凡 *) ,76(x) 和 妨 s(xz) 的 曲线 。 
(b) 分 别 求 出 在 区 间 { - 1 器 内 用 8 (zx) 和 Ra(x) 逼 近 F(z) 的 最 大 误差。 





. 比较 对 函数 扎 *) = jn(1 + *) 的 通 近 : 
素 寺 遇 近 : ri(x) = z- 邱 + 二 一 菩 + 于 
30xz+21 和 好 十 于 
帕 德 逼近 : Ria(*) = 30 362 本 


《a) 在 同一 坐标 系 中 画 出 Ax) ,73(z) 和 Rs(z) 的 曲线 。 
(b) 分 别 求 出 在 区 间 [ - 1, 电 内 用 及 (zx 和 尼 x(x) 通 近 天 x) 的 最 大 误差。 


.比较 对 函数 所 xz) = tan(x) 的 允 近 ; 


四 2 17g 62z 
素 勤 逼近 :pp(z) = x+ 忆 本 + 3 + 鸡 和 5 


| 945x -105x + 
铂 生 光 近 :Rn 和) 85 和 礁 二 
(a) 在 同一 些 标 系 中 画 出 Fz) ,7u(x) 和 Rs(z) 的 罗 线 。 
(ID) 分 别 求 出 在 区 间 [ - 1,1] 内 用 罗 (z) 和 玉 ,(x) 到 近 7x) 的 最 大 误差。 





. 比较 在 区 间 [ - 1.2,1.2] 内 对 函数 马 x) = sin(*) 的 帕 德 逼近 ， 
Ri(z) = 166 320w - 22 2602 + 551 六 
501 088 + 364+ 5 
Rs(z)= 1311 339 840x - 1 640 635 920x” + 52 785 432x3 - 479 249x7 
6《x) = 


7K1 644 477 120 + 39 702 960x7 + 453 960x + 623x) 
(a) 在 同一 坐标 系 中 画 出 六 zs) ,Re(z) 和 Rs(x) 的 曲线 。 
《b) 分 别 求 出 在 区 间 [ - 1.2,1.2] 内 用 Rs(xz) 和 有 Rs(z) 通 近 Px) 的 最 大 误 益 。 





(ka) 利用 式 (56) 和 式 (7) 导 出 对 函数 几 x) = coa(x) 在 [ - 1.2,1.2] 内 的 允 近 Rss(x) 和 


Res(x)。 
(b) 在 同一 坐标 系 中 画 出 到 >), Res(xs) 和 已 s(x) 的 曲线 。 
(ec) 分 别 求 出 在 区 间 [ - 1.2,1.2] 内 用 Res(x) 和 Rss(z) 台 近 7x) 的 最 大 误差 。 
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在 科学 技术 的 工程 和 试验 中 ,经 常 需要 从 试验 数据 中 寻找 拟 合 曲线 。 例 如 ,在 1601 年 , 德 
国 天 文学 家 Johannes Kepler 用 公式 表示 了 行星 运动 第 三 定律 ,T = Ce? ,这 里 表示 以 百 万 公 
里 为 单位 的 行星 到 太阳 的 上 离 ,了 表示 以 天 为 单位 的 轨道 运行 局 期 ,而 C 是 一 个 常数 。 对 前 4 
个 行星 ,水 星 、 金 星 ` 地 球 和 火星 的 观察 数据 的 (x*, 站 分 别 为 (55,88),(108,225),(150,365)， 
《228,687)。 通 过 最 小 二 乘法 得 到 的 系数 C = 0.199769。 曲 线 和 数据 点 如 图 5.1 所 示 。7 = 
0.199769x322 。 


500 了 -0.199769x22 
250 


5 0 10 20 


图 5.1 符合 开 普 勤 行星 运动 第 三 定律 的 前 四 个 行 
星 的 最 小 二 乘 拟 合 曲线 了 = 0.199769x22 


5.1 最 小 二 乘 拟 合 曲线 


在 科学 工程 试验 中 ,往往 会 出 现 这 样 的 情况 ,实验 产生 一 组 数据 (zy )，…,(zryyw), 其 

中 横 坐 标 | zi 是 明确 的 。 而 数值 方法 的 目标 之 一 ,就 是 确定 一 个 函数 y = f(x) ,将 这 些 变量 联 

系 起 来 。 通 常 从 一 类 所 允许 的 函数 中 进行 选择 ,并 最 终 确定 它们 的 系数 。 选 择 范 数 的 可 能 性 

是 多 种 多 样 的 。 一 般 会 存在 一 个 基于 物理 情况 的 底层 的 数学 模型 ,用 于 确定 函数 的 形式 。 在 
这 一 节 , 将 主要 分 析 线性 函数 ,其 形式 为 : 

7 = Asx) = 4z+ 马 (D) 

在 第 4 章 介绍 了 如 何 构造 一 个 经 过 点 集 的 多 项 式 。 如 果 所 有 的 数值 ms ,| 办 | 已 知 有 多 

位 有 效 数 字 精 度 , 则 能 成 功 地 使 用 多 项 式 插值 ;否则 ,不 能 使 用 多 项 式 插值 。 有 些 试验 针对 特 

定 的 设备 设计 ,因此 测试 数据 点 的 精度 至 少 有 5 位 有 效 数 字 。 然 而 ,许多 试验 数据 可 能 只 有 3 

位 或 更 少 的 有 效 数字 精度 。 而 且 通 常 在 试验 中 还 存在 试验 误差 ,所 以 尽管 对 jxx| ,| yj 的 记录 

有 3 位 有 效 数字 ,真实 值 护 x) 满 足 : 
如) = 入 十 必 (2) 














这 里 “表示 测量 误差。 
如 何 找到 式 (1) 的 经 过 测试 点 附近 (不 穿 过 初始 点 ) 的 最 佳 线性 盘 近 表达 式 ? 要 回答 这 个 
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问题 ,首先 需要 讨论 误差 (又 称 偏差 或 残 差 )， 

















= 扰 人 -和 宝宝 (3) 
有 多 种 形式 表示 式 (3) 中 的 误差 ,可 用 来 测量 曲线 y = 7(z) 与 测试 数据 的 误差 
最 大 误差 ， ED = La 一 乓 1 (0 
e 
平均 误差 ， 到 (P = 码 辣 1 -ml (5) 
看 12 
均 方 根 误差， 忆 (P = (入 盖头 问 (6) 
下 面 的 例子 显示 了 当 给 定 一 个 函数 和 一 组 数据 后 ,如 何 使 用 这 些 误 差 。 
表 5.1 求 例 5.1 中 的 后 ( 力 和 扎 ( 用 的 计算 数据 
有 逢 所 si)》=8.6-1.6x 1e1 人 
=-1 10.0 10.2 站 .2 0.04 
0 9.0 8.6 0.4 0.16 
下 7.0 了 .0 0.0 0.00 
2 5.0 5.4 0.4 0.16 
] 4.0 3.8 0D.2 0.04 
引 3.0 2.2 0.8 0. 妈 
上 0.0 0.65 0.6 0.35 
3 1.0 一 1.0 0.0 0.00 
26 1.40 

















例 5.1 给 定 函 数 y= fx)=8.6-1.6x 和 一 组 数据 ( -1,10),(0,9),(1;,7),(2,5),(3,4)， 
(4,3),(5,0),(6, - 1) ,比较 最 大 误差 、 平 均 误 善 和 均 方 根 误 差 。 
根据 表 5.1 中 的 所 xx) 和 ex 值 可 求 出 误差 : 


已 (AP) = maxi0.2,0.4,0.0,0.4,0.2,0.8,0.6,0.0| = 0.8 (7) 
已 ( 门 = 豆 C2.6) = 0.325 (8) 
EC] = ( 草 ” = 0.41833 (9) 


可 以 看 到 最 大 误差 值 最 大 ,如 果 有 一 点 的 误差 严重 , 则 它 决 定 了 妃 。( 户 的 值 。 平 均 误 益 
瑟 ( 站 简单 地 将 每 个 点 的 误差 的 绝对 值 进行 平均 。 由 于 它 的 简单 性 ,所 以 常常 被 使 用 。 
误差 Bo( 门 通常 用 于 需要 考虑 误差 的 统计 特征 的 情况 。 

通过 求解 式 (4) 到 式 (6) 中 茉 一 个 的 最 小 值 ,可 得 到 一 条 最 佳 拟 合 直线 。 这 样 可 求 出 三 条 最 佳 拟 
合 直线 。 由 于 第 三 个 误差 方法 玉 ( 门 更 容易 进行 最 小 化 计算 ,所 以 通常 采用 它 。 


5.1.1 求 最 小 二 乘 曲线 
设 1( 和 和) 已 是 一 个 具有 W 个 点 的 集合 ,这 里 横 坐 标 | xs } 是 确定 的 。 最 小 二 乘 拟 合 曲 
线 y= 所 xz) = 4x+ 召 是 满足 均 方 根 误差 妃 ( 亡 最 小 的 曲线 。 


可 (站 的 值 最 小 , 当 旦 仅 当 K( 杞 (PP = 2 (hrs + 瑟 - 思 ) 的 值 最 小 。 根 据 图 形 的 形式 ,后 
一 个 值 可 解释 为 ,数据 点 到 曲线 的 垂直 距离 的 平方 和 的 最 小 值 。 下 面 的 结论 解释 了 这 个 过 程 。 
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定理 5.1( 最 小 二 乘 拟 合 曲线 】 设 |(x,%) 坟 :有 六 个 点 ,其 中 横 公 标 | 和 人 -是 确定 的 。 最 
小 二 乘 拟 合 曲线 ; 


7 = 4r + 了 召 
的 系数 是 下 列 线性 方程 组 的 解 , 称 为 正规 方程 : 
( 立 2)4+( 袜 8 = 2 (10) 


站 上 
{ 4 + NB = 六 入 
| 


| 














证 明 ; 从 图 形 的 角度 看 ,对 于 曲线 7 = hz + 下 ,点 ( 居 ， 和 办 ) 到 线 上 的 点 (二 ,dx + 8) 的 垂直 
距离 为 必 = 14xx + 下- 办 (如 图 5.2 所 示 )。 需 要 对 垂直 上 距离 的 平方 和 ， 


几 4 
E(4,B) = > (4t + 下 -2 = 六 起 《H) 
各 | 














最 小 化 。 


Ce 








开 


五 丙 人 1 


图 5.2 点 {(s ,和 )| 与 最 小 二 乘 拟 合 曲线 y = hz + 8 的 垂直 距离 


通过 便 仿 导数 357/Ba4 和 83E7/3B 为 零 , 可 得 到 有 B(4, 瑟 ) 的 最 小 值 ,并 可 求 出 4 和 有 。 注 意 
人 | 得 | 入 | 是 式 (01) 中 的 常数 ， 而 4 和 召 是 变量 。 将 召 固 定 ,对 4 求 导 可 得 : 
32C4 B) 




















-站 -o0(a) -2 由 Ci 有 -ao 《12) 
现在 将 4 本， 对 且 求 导 可 得 ; 
2649) - - 20a + -2(hu +8- 刀 ) (13) 
4 二 (DJ 和 二 Ga) 等 了 和 利用 求 和 的 分 配 律 可 得 ， 
9- 六 Co (14) 
9 阅 (tnr8- = 4 它 a rm- > (15) 


可 重新 排列 式 (14) 和 式 (15) 形 成 方程 组 的 标准 形式 ， 并 得 到 正规 方程 (10)。 通过 第 3 章 
的 技术 可 求 出 这 个 线性 方程 组 。 然 而 ,程序 $.1 中 的 方法 对 数据 进行 了 变换 ,因此 可 用 和 良 态 矩 
阵 (参见 练习 )。 
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例 5.2 根据 例 5.1 给 出 的 数据 点 , 求 其 最 小 二 乘 拟 合 明 线 。 








解 : 
使 用 表 5.2 中 的 值 很 容易 得 到 正规 方程 式 (10)} 中 的 和 。 包 含 4 和 媚 的 线性 方程 组 为 : 
9%4+208=25 
204+88=37 
表 5.2 求解 正规 方程 的 系数 
T 
得 了 用 3 3 
-1 10 1 -10 
0 9 0 0 
] 了 1 了 
2 5 二 10 
3 了 4 9 12 
4 3 36 12 
5 0 25 0 
6 -1 36 -6 
罗 3 2 把 














线性 方程 组 的 解 为 4 = - 1.6071429 和 正 ~8.6428571。 因 此 最 小 二 乘 拟 合 曲线 如 图 5.3 
所 示 , 为 : 


y= -1.6071429x +8.6428571 








图 5.3 最 小 二 乘 拟 合 曲 线 y = - 1.6071429x + 8.6428571 


5.1.2 赛 函 数 拟 合 ?= 4xzw% 


在 某 些 情况 下 的 拟 合 函数 为 /x) = 4xy ,其 中 W 是 一 个 已 知 常数 。 图 5.1 中 给 出 的 行星 
运动 就 是 这 样 的 例子 。 在 这 种 情况 下 ,只 需要 求解 一 个 参数 4。 


定理 5.2( 圭 函 数 拟 合 ) 设 |( ze, 和) 过, 为 w 个 点 ,其 中 横 坐 标 是 确定 的 。 最 小 一 乘 守 函 数 
拟 合 曲线 7 = 4 的 系数 4 为 ， 


4 ( 电 区 /六 1 (9 


去 = 
使 用 最 小 二 乘 技 术 ,需要 求 函 数 2(4 ) 的 最 小 值 ; 


(4) = 总 (4 (17) 
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在 这 种 情况 下 ,只 需求 解 刀 = (4) = 0。 导 数 表示 为 : 
术 (4) = 2>) (xy - 力 )(o) = 2>7(4x 到 -xfyi) 《18》 
此 ,系数 4 是 下 面 方程 的 解 : 
0-4>1 -Ya (19) 
上 式 可 化 简 为 式 (16)。 
例 5.3 试验 数据 各 表 5.3 所 示 。 关 系 式 为 d= 于 8 ，d 表示 单位 为 米 的 距离 ,! 表示 单位 为 
秒 的 时 间 。 求 重力 常数 5。 
表 5.3 求解 得 函数 氢 合 的 系数 
时 间 , 基 蝇 离 , 必 鳃 入 攻 
0.200 0.196 0 0.0078 4 0.0016 
0.400 0.7850 0.12560 0.023 汪 
0.600 1.7665 0.6359 4 0.1296 
0.800 3.140 5 2.0099 2 0.409 6 
1.000 4.907 5 4.90050 1.0000 
了 .6868 0 1.566 4 
解 : 


可 用 表 5.3 中 的 值 求 出 公式 (16) 需 要 的 和 ,这 里 蝴 N = 2。 


系数 4 =7.68680/1.5664 = 4.9073 ,而 且 可 得 = 4.9073 基 和 器 = 24 =9.7146mys。 


下 面 的 构造 最 小 二 乘 拟 合 曲线 的 程序 是 计算 稳定 的 : 当 正规 方程 式 (10) 是 病态 时 ,可 给 出 
可 靠 解 。 要 求 读者 用 这 个 程序 开发 用 于 练习 4 到 练习 7 的 算法 。 














程序 5.1( 最 小 二 委 氢 合 曲线 ) 根据 N 个 数据 点 (zx ,y ),，…,(xwyyw) 构 造 最 小 二 溢 
拟 合 曲线 y = 4x + 明 





5.1.3 


在 练习 1 和 练习 2 中 ,根据 给 出 的 数据 点 求 出 最 小 二 乘 拟 合 曲线 y = F(z) = 4 + 有 ,并 


function [a,B] = 1sline(X,Y) 


&Tnput  - Xis the 1xn abscissa vector 

名 -~ 了 is the lo ordinate Vector 

多 Output - his the coefficient of x in ax + B 

多 - B is the constant coefficient in ax + B 


xmean = mean(X)5 
Ymean = mean( 了 ); 

Surmx2 = (X -~ ymean) x(X- xmean) "3 
Sumxy = (Y- ymean) x (X~ anean) ?5 
有 = sumxy/sumx23 

了 = ymean -Arx3yameani 


最 小 二 乘 拟 合 曲线 的 练习 





总 
六 
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算 了 2(P。 

1.(a) 和 天 | 天 下) 人) 交 科 | ARCGi) 《Ce) 和 汐 委 | 大 各) 
一 2 1 .2 一 6 了 了 .0 一 和 -3 | -3.0 
-1 了 1.9 一 2 5 中 = 上 一 1 一 0.9 
站 3 2.6 0 3 3.4 D 0 一 0.2 
工 3 3.3 2 2 2.2 2 1 ].2 
2 4 4 [ 0 一 0.2 3 了 1.9 

2.(9 | 和 | Am 四 | | eg (人 辣 | | Aao 
-4| 1.2 0.44 -6 1-5.3 | -6.00 -8 | 6.8 了 .32 
-2 | 2.8 3. 引 -2|-3.5 |-2. 中 -2| 5.0 3.8] 
站 | 6.2 6.24 0 |1-14.7 |-1.26 0 | 2.2 2.64 
2 1 7.8 9.14 2 | 0.2 0.32 4| 0.5 0.30 
4 |13,2 | 12.04 吾 | 4-0 3. 咎 6 |-1.3 |~0.87 





3. 根据 给 出 的 数据 点 , 求 宕 函数 拟 合 曲线 y = 心 , 并 计算 杷 (用 。 其 中 徐 = 1, 它 实际 上 是 
经 过 原点 的 直线 。 





























(人 | 和 | Rao 人 到 | 竹 | 天 ma (人 | | Re) 
-4| -3| -2.8 3 | 16 | 172 1 | 16 | 1358 

-1 -1| -07 4 |24| 232%6 2 | 28| 3.16 

0| 0| 00 5 | 2.9 | 2.870 3 |47| 4 了 4 

2| 1 1.4 6 | 34 | 344 4 | 564 | 6.32 

3 2| 2.1 8 | 4.6 | 4,3592 5 | 8.0 7.90 





4.- 和 和 入 打从 和 7y， 


考 = 和 7 = 广 2 四 
证 明 点 (z,y) 位 于 由 点 集 得 到 的 最 小 二 乘 拟 合 曲线 上 
5. 证 明 式 (10) 中 的 方程 组 的 解 为 : 


1 内 上 克 
4 = 珈 (wy am 一 疡 2 
咎 1 if 
1 坟 ， 志 < ov 
有 = 再 ( 辣 帮 m- 辣 so 
2 | 








其 中 : 


提示 ;对 式 (10) 中 的 方程 组 使 用 高 斯 消 去 法 。 
6. 证 明 练 习 5 中 的 也 非 零 。 








194 数值 方法 (MATILAB 版 ) 





提示 ;证 明 刀 = N 呈 (和 一 下 
. 证 明 最 小 二 乘 拟 合 曲线 的 系数 4 和 下 可 用 如 下 方法 计算 。 首 先 计算 练习 4 中 的 平 询 
值 x 和 7, 然 后 计算 : 
， 
c= -24= 芋 (ai(x- 帮 ,B = 了 - 扣 
提示 : 设 五 =-x, 玖 = 欠 -7 并 求 直线 了 = 48。 
. 根据 下 列 数据 ,并 使 用 札 ( 户 , 求 解 蹇 函数 拟 合 曲线 y = 4x? 和 y = Ba ,并 比较 哪 条 曲 


线 更 好 。 
《有 《b) 





4 








oo 














3 入 和 锥 
20 了 1 2.0 5.9 
2.3 7.5 2 3 8.3 
2.6 10.6 26 107 
2.9 14,.4 2.9 13.7 
3.2 19.0 3.2 .0 














必 


. 根据 下 列 数 据 ,并 使 用 玉 ( 户 ,求解 寡 函 数 拟 合 曲 线 7 = 4/x 和 y = B/z, 并 比较 哪 条 则 


线 更 好 。 
人 人 




















和 扒 和 3 
05 了 1 0.7 8.1 
0.8 和 .4 0.9 4.9 
.1 3.2 1 3.3 
1.8 1.9 1.6 1.6 
4.0 0.9 3.0 0.5 





10.(a) 推导 求解 y = dx 的 最 小 二 乘 线性 拟 合 的 正规 方程。 
(b) 推导 求解 最 小 二 乘 天 本 孝昌 线 拟 合 y = du 的 正规 方程 。 
《o) 拱 导 求解 最 小 二 乘 擅 物 角 嘎 数 曲 线 拟 合 y = 4 + B 的 正规 方程 。 
- 设 根据 点 集 Sy = 必 { 广 (者 ) ) }  ，m = 2,3,4,… 构 造 最 小 二 乘 线 人 拟 侣 。 注 意 品 


中 前 每 个 值 位 于 在 区 间 [0,] 内 的 曲线 F(z) = sz 上 。 设 iu 和 7 是 给 定数 据点 的 平 
均值 (参见 练习 4)。 用 表示 在 区 间 [0,1] 内 的 * 的 平均 值 ,用 》 表示 在 区 间 [0,1] 内 
的 /sz) = 鸣 平均 值 。 
(a) 证 明 iav -ay = 人 
(b) 证 明 lmw yw = 了 。 
12. 设 根据 下 列 点 集 构造 最 小 二 乘 线性 执 全 ， 
Be- 


其 中 =2,3,4，… 设 y= (xz) 为 在 团 区 间 [e, 5 内 的 可 积分 郴 数 。 重新 求解 练习 11 
的 (a 和 (b)。 
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5.1.4 算法 和 程序 


1. 库 克 定 律 指出 了 = lx, 其 中 了 是 拉 伸 弹 簧 的 拉力 (单位 为 僵 司 ),x 是 拉 伸 的 长 度 (单位 为 


英寸 )。 根 据 下 列 试 验 数据 ,使 用 程序 5.1 求解 拉 伸 常 量 k 的 近似 值 。 
[ 《b) 














fa) 





风 站 2 
0 六 30 0.2 5.3 
04 73 0.4 10.6 
0.6 10.9 0.6 15.9 
0.8 14.5 0.8 201.2 
1.0 18.2 一 10 | 26.4 








2. 根据 下 列 数据 ,使 用 例 5.3 中 的 寡 曲 线 拟 合 ,编写 一 个 程序 求解 重力 常量 g 
(a) 《b) 


时 间 , 生 上 离 ,小 时 间 ,所 皮 离 , 必 











0.200 0.1960 0.200 0.1965 
0.400 0.7835 0.400 0.7855 
0.600 1.7630 0.600 1.7675 
0.800 3.1345 0.800 3.1420 
1.000 4.8975 1.000 4.9095 


3. 下 列 数 据 给 出 了 9 大 行星 到 太阴 的 上 距 离 , 以 及 它们 以 天 为 单位 的 恒星 周期 。 








行星 到 太阳 的 曙 离 (kmx 108) 恒星 周期 (天 ) 
水 星 57.3 87.99 
金星 108.11 224.70 
地 球 149.57 365.26 
火星 227.84 686.98 
木星 778.14 4332.4 
土 量 1427.0 10 759 
天 王 星 2870.3 30684 
海王 星 4499.9 如 188 
丑 王 星 5909.0 90710 











修改 问题 2 中 的 程序 ,计算 已 ( 户 , 并 使 用 它 求解 拟 合 : 

《a) 前 4 个 行星 

(b) 所 有 9 个 行星 

的 行星 第 三 运动 定律 的 最 小 二 乘 寡 函 数 拟 合 曲线 7 = Cxz2。 

4 (a) 根据 数据 | (xz ,) 科 其 中 反 = (0.1)# 且 和 = ma + oos(52)，, 求 解 最 小 二 乘 线性 
拟 合 。 
(b) 计算 瑟 ( 六 。 

《e) 在 同一 坐标 下 , 画 出 点 集 和 最 小 二 乘 线性 拟 合 曲线 。 
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5.2 里 线 拟 合 


5.2.1 对 y= Ce 线性 化 方法 
设 给 定点 集 (zr yu ,22)，… (xswyyw)，, 求 指数 函数 的 曲线 拟 合 : 


7 = Cek (1D) 
第 一 步 是 对 式 (1) 两 边 取 对 数 : 
In(y)= dx+ln(C) (2) 
然后 引入 变量 变换 ， 
Y=In(7), 下 =x,B=ImCC) 《3) 
变量 变换 形成 线性 关系 式 : 
了 = 4 了 + 吾 (4) 


在 闻 平 面 上 的 初始 点 集 (zx ,》) = (xx 了 ( 因 )) 变 换 成 在 XY 平面 上 的 点 集 ( 瑟 ,下 )。 这 个 过 程 
称 为 数据 线性 化 。 这 样 可 用 最 小 二 乘 曲线 式 (4) 氢 合 点 集 { 到 ,五 |。 求 解 4 和 有 的 正规 方程 为 ; 


帮 交 
(福生 )4+( 六 和 )8 = 王 和 2 
| | 目 | 


(福生 )4 +NB = > 路 
各 各 
求 出 4 和 如 后 , 式 (1) 中 的 参数 C 可 用 下 式 计算 : 
C= 反 e (6) 
例 5.4 根据 5 个 点 (0,1.5),(1,2.5),(2,3.5),(3,5.0) ,(4,7.5) ,使 用 数据 线性 化 方法 求解 指 
数 曲 线 拟 合 y= Ces。 
使 用 变换 公式 (3) 将 初始 点 变换 成 : 


(5) 


长 瑟 天 让 = 10,ln(1.5),(1,n(2.5)),(2,jn(3.5)),(3,ln(5.0)),(4,ln(7.5)) (7) 
= 长 0,0.40547) ,(1,0.91629) ,(2,1.25276) ,(3,1.60944) ,(4,2.01490) 1 
也 
2.0 
].5| 了 =4XY+ 忆 
1.0| 
0.5 
0 1 2 3 半 


图 5.4 变换 后 的 点 集 攻 到 , 世 针 


这 些 变换 后 的 点 如 图 5.4 所 示 , 并 具有 直线 形式 。 在 图 5.4 中 , 拟 合式 (7) 中 的 点 的 最 小 
二 乘 曲线 了 = 4 上 + 召 为 ; 

了 = 0.391202 和 + 0.457367 (8) 
计算 式 (5) 中 正规 方程 系数 的 过 程 如 表 5.4 所 示 。 
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求解 A 和 耻 的 线性 方程 组 (5) : 
304 +108 = 16.309742 (9》 
104 + 58 = 6.198860 


表 5.4 ”根据 变换 后 的 才 据 点 集 求 正规 方程 的 系数 


























政 卫 人 下 =lntye) 奏 加 

0.0 1.5 0.0 0.405 465 0.0 0.000 000 

1.0 2.5 1.0 0.916 291 1.0 0.916 291 

2.0 3.5 2.0 1.252 763 .0 2.505 526 

3.0 5.0 3.0 1.609 438 9.0 4.828 314 

4.0 7.5 4.0 2.014 903 16.0 8.05 %12 
10.0= 定 到 6.198860= 下 30.0= 了 入 16.309743= 之 国内 





解 为 4= 0.3912023 和 中 = 0.457367。 通 过 计算 可 得 C = enerme ,将 4 和 fC 代入 式 (1) ,可 
得 到 指数 曲线 拟 合 ( 如 图 5.5 所 示 ) : 
Y=1.579910e"?pm*。 。 〈 通 过 教 据 线性 化 进行 拟 合 ) (10) 








并 


0 1 了 3 


图 $.5 通过 数据 线性 化 方法 得 到 的 指数 
随 线 拟 合 y = 1.579910e0ppme 


5.2.2 求解 7 = Ce 的 非 线 性 最 小 二 乘法 


设 有 给 定点 集 (z, ,y:) (za ,ya)，…，( 因 , 加 》 需 要 拟 合 指数 曲线 ; 


7= Ce (1) 
采用 非 线性 最 小 二 乘法 需要 求 下 式 的 最 小 值 ; 
(4,C) = > (Ce -入 六 (12) 
下 4,C) 对 4 和 C 的 偏 导数 分 别 为 ; 
盖 - 2 (Co - 罗 (Goes ) (13) 
和 : 
总 =- ?to - 刀 )(es) (14) 


邻 式 (13) 和 式 (14) 中 人 篇 导数 为 零 , 对 其 进行 简化 后 ,可 得 正规 方程 : 


有 
忆 4 忆 

Cexu - >1auieta = 0 
| 台 
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Co - ye =0 (13) 
式 (15) 中 的 方程 对 于 未 知 数 4 和 C 是 非 线性 的 ,可 用 牛顿 法 求解 。 这 个 计算 过 程 较为 费 
时 ,而 且 其 中 的 和 迭代 需要 良好 的 4 和 C 的 初始 值 。 许 多 软件 包 有 内 部 的 求 多 变量 天 数 最 小 值 
的 子 程序 ,可 直接 用 来 求解 5(4, C) 的 最 小 值 。 例 如 ,Nelder - Mead 单纯 形 算法 可 直接 用 来 求 
解 式 (12) 的 最 小 值 ,而 不 用 计算 式 (13) 到 式 (15)。 
例 5.5 根据 5 个 数据 点 (0,1.5),(1,2.5),(2,3.5),(3,3S.0),(4,7.5), 利 用 最 小 二 乘法 求解 指 
数 拟 合 了 = Ce。 
解 : 
首先 求解 杞 (4,C) 的 最 小 值 , E(4,C) 为 : 
也 (4,C)=(C-1.5) +(Ce -2.5)2+(Cei -3.5) 
+(Cea4 -5.0)2+(Ce4 -7.5) (16) 
使 用 MATLAB 中 的 fimins 命令 求解 最 小 化 刀 (4,C) 后 的 4 和 fC 的 近似 值 。 首 先 在 MAT- 
LAB 中 将 吾 (4,C) 定 义 为 一 个 届 文 件 : 











function z=E(u) 

RAR=ufl); 

C=u(2); 

z=(c-1.5).2+(c.x exp(a) -2.5).2+f(c.xexp(2xa -3.5)2+ 
(C.*# exp(3xRA) -5.0).2+(C.y exp(4x) -7.5).23 


在 MATLAB 的 命令 窗口 ,使 用 fmins 命令 和 初始 值 A=1.0,C=1.0, 可 得 : 


> > fmins("",[11]) 
ans = 
0.38357046980073“.61089952247928 


则 5 个 数据 点 的 曲线 拟 合 为 ; 
了 =1.610899ec sw 。 【 非 线 性 最 小 二 乘 拟 合 ) 《17) 
对 使 用 数据 线性 化 和 非 线 性 最 小 二 到 法 结果 的 比较 如 表 5.5 所 示 。 可 看 到 在 系数 上 有 一 
些 不 同 。 根 据 插 值 法 的 观点 ,在 区 间 [0,4] 内 ,误差 不 超过 2%( 如 表 5.5 和 图 5.6 所 示 )。 
如 果 数 据 中 的 误差 满足 正 态 分 布 , 则 式 (17) 是 更 好 的 选择 。 在 选择 数据 的 范围 外 进行 外 
推 , 则 两 个 解 将 发 散 , 当 x* = 10 时 ,误差 增加 到 大 约 6。 
表 5.5 ”两 个 指数 氢 合 的 比较 











的 陪 了 .5799e0-29120 1.6109 ce 
0.0 1 .5 1.57 色 1.6109 
1.0 2.5 2.3363 2.3640 
2.0 3.5 3.4548 3.4692 
3.0 5.0 5.1088 5.0911 
4.0 7.5 7.5548 7.4713 
5.0 11.1716 10.9644 
6.0 16.5202 16.0904 
7.0 24.4293 23.6130 
8.0 36.1250 34.6527 
9 .4 53.4202 50.8535 
10.0 78.9955 T4.6287 
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工 
0 2 绊 6 & 10 


图 5.6 两 个 指数 曲线 的 图 形 比 较 


5.2.3 数据 线性 化 变换 
科学 家 通常 使 用 数据 线性 化 技术 来 拟 合 各 种 曲线 ,如 y = Ce ,y = 4m(z)+ 刀 和 7= 
4/x+。 当 选 定 曲线 后 ,必须 对 变量 找到 一 个 合适 的 变换 ,以 得 到 线性 表达 式 。 例 如 ,读者 可 
验证 通过 变量 (与 常量 ) 变 换 = sy, 了 =y,C= -L4,D= -8/4。yr= Di(xz+C) 可 变换 成 线 
性 表达 式 了 = 48 + 8。 图 5.7 中 显示 了 多 种 可 能 的 曲线 ,其 他 一 些 变换 如 表 5.6 所 示 。 
表 5.6 在 数据 线性 化 中 的 变量 兰 换 
































函数 ,y = Fax) 线性 化 性 质 ,了 = dx + 甩 变量 与 常数 的 变化 

y= 生 +B 7= 4 一 + 吾 

__D -1 

7 

y= 二 二 = 如 + 

， 了 

7= 4In(x)+ 吾 y= dln(x)+ 呈 8=lo(z), 了 =7 

7 了 = Co (Or)= 如 +ln(C) 开 = syY=()) 
C= 四 

y= Ci ny)= din(z)+m(C) =Jn(x), 了 =In(y)》 
Ce 

=《4zx+ 吾 ) -2 y- 丽 = 4r+ 旦 下 =x 了 = 7 到 

= Coe-m 本 二) =- - 挛 +a(C) x=xy=n( 工 ) 
C= 归 ,万 = - 媳 

-了 节 

7 (二 -= rc x=zr=af 二 -中 
C= 只 且 工 是 给 定 的 常数 
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1 
一 | 
=- 半 + 4--3.8-4 -2: D--LC= 寻 六 了 42B8--3 


1 
了 





-人 了 8 . 一 2.8- 纪 = 4 
2 有 碑 ; 生子 ,8-1 =4n(Cx)+B; 4 一 2.8: 了 -4In00+B 4 -2 召 


LA 人 


ft 1 3 
Di=Cew :4 和， CCew idc.C-3 DG 4 和， C= 


LA 


-1 .14 5 =Cxeee:C=12.D= 
TD44.8-3 六 CoewiCr12.0-1 

















-上 5 Cc20 人- 
= 开车 本-5.C-20. 人 -2 


图 5.7 在 “数据 线性 化 "中 可 能 使 用 的 曲线 


5.2.4 线性 最 小 二 乘法 


设 有 六 个 数据 点 {(x% ,yj ,并 给 定 M 个 线性 独立 函数 上 (xz)}。 为 求 并 个 系数 ,使 用 由 
线性 组 合 形成 的 函数 所 zx) ,表示 为 : 


大 Y)》 = 六 ja) (18) 
求解 最 小 误差 平方 和 ,表示 为 ， 
(ccceayen) = 补 ota -oo - 昌 ( 人 为 we ))- 六 (19) 


为 求解 妃 的 最 小 值 ， 每 个 偏 导 数 必须 为 零 ( 即 BE/ac =0,i= 1,2,…，,M), 这 样 可 得 到 如 
下 方程 组 : 


六 (六 st ))- 办 CC)) = 0 ，= 1 (20) 
交换 式 (20) 中 的 求 和 顺序 ,可 得 一 个 M x 线性 方程 组 ,未 知 数 是 系数 |。 | , 称 为 正规 方 
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程 
网 ， 
(2ACa)Aa))o = 巳 Am， 2 (21) 
名 各 = 

5.2.5 矩阵 公式 


尽管 (21) 是 一 个 有 对 个 未 知 数 的 W 阶 线性 方程 组 ,但 将 它 胡 示 成 矩阵 形式 可 减少 不 必要 
的 计算 量 。 关 键 是 构造 如 下 矩阵 瑟 和 环 ': 
ja) PC) (en) 
(to) Pa) (sa) 
到 = 1 0 0 


本 Al) 记 (xw) 
Cz) (za)》 ng) sw) 
到 1) 人 9) 人 大 (sn) 
权 Ca) ea) asw) 
设 环 “和 列 矩 阵 了 的 乘积 表示 为 : 
zh) (oa) 让 (za) (xy 
到 字 - 让 1) At) 1? 人 An 儿 人) 
网 罗 机 an) Cr 
式 (22} 中 乘积 尺 了 了 的 行 i 的 元 闪 与 式 (21) 中 列 矩 阵 的 第 i 个 元 素 相 同 , 即 ， 
了 am = mm 0 (23) 
乘积 斑 中 ,是 一 一 个 x 1 短 阵 ， 


ja) Ja) Ha) AD1A) F) ” 矶 () 


Am) 廊 Co) … 友 (m) 
| 0 0 AR 


Wo Am Jo) 
He Am) Ga) (ay) 
亚 友 中 位 于 第 ; 行 和 第 / 列 的 元 是 式 (21) 中 第 1 行 的 系 外， 妈 ， 


peopa) = 天 (z)jxz) + 天 oa) 太 () Try)FOxn) (24) 


当 杂 很 小 时 ， 有 效 计算 式 (18) 中 最 小 二 乘 系数 的 一 种 方式 是 存储 矩阵 严 , 计 算 正 到 和 P 了 ， 
然后 求解 线性 方程 组 : 
下 FEC = 瑟 字 (求解 系数 徐 阵 C) 《25) 


5.2.6 多 项 式 拟 合 
当 采 用 前 述 的 方法 使 用 函数 集合 LA (zx) = v- 世 ,索引 值 范 时 从 7= 工 到 7= 条 + 工 时 ,函数 
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(xz) 为 1 阶 多 项 式 ; 


zx) = cl+eax+e 和 二 二 Ce (26) 
现在 考虑 如 何 求解 最 小 二 乘 殷 物 线 拟 合 ,而 把 扩展 到 更 高 维 的 情况 留 给 读者 研究 。 
定理 5.3( 最 小 二 乘 抛物 线 拟 合 ) 设 {(x,ye)i 庆 ,有 六 个 点 , 横 坐 标 是 确定 的 。 最 小 二 乘 抛 


物 线 的 系数 表示 为 : 
7= 姑 xz)=4d2+ 了 x+C (27) 


求解 4,，C 的 线 作 方 程 组 为 : 
(人 4+( 写 号)8+ (2 人 0)C = 疡 7 


( 疡 人 4+( 交 8r( 六 ac = 补 ym aog) 


证 明 : 通过 求 下 面 表达 式 的 最 小 值 可 得 到 4 ,B,C: 
至 (4,B,C) = 六 0 《29)》 
| 
令 偏 导数 35/34 ,35/38 ,3F/8C 为 零 ,可 得 : 


， 
0 = 避风 和 人 - 220 全 + By Co (3) 
各 


9 = 训 作 站 2 -2 补 (+ ad 《30) 


0 -= 25044020 - 22 + Brc-oyo0D) 


利用 加 法 分 配 律 ,可 将 式 (30) 中 的 4 ,BC 移 到 求 和 的 外 面 ,因此 得 到 式 (28) 中 的 正规 方程 。 
表 5.7 求解 例 5.6 中 最 小 二 乘 抽 物 线 的 系数 


























四 六 时 码 四 2 到 
-3 3 9 -也 回 -9 妇 
0 工 0 0 0 0 0 
2 1 4 16 2 
4 3 16 友 256 22 名 
3 如 2 353 5 2 





例 5.6 根据 4 个 数据 点 ( -3,3),(0,1),(2,1),(4,3), 求 解 最 小 二 乘 抽 物 线 。 
解 : 
可 用 表 5.7 中 的 项 计算 线性 方程 组 (28) 中 的 求 和 计算 。 
求解 4 有、C 的 线性 方程 组 (28) 表 示 为 : 
3534 + 45B+29C =79 
454+298+3C = 了 
294+3B+4C =8 
线性 方程 组 的 解 为 4 = 58513278, 旦 = - 631/3278, C = 1394/1639, 抛 物 线 (如 图 5.8 所 示 ) 为 ， 
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-585 。_ 631 ，， 1394 
7 一 3278” “32787 “1635 


卫 


= 0.178462x” - 0.192495x + 0.850519 


DBNAC 








基 
外 1 2 3 于 


5.8 例 5.6 中 的 最 小 二 乘 抛物 线 


5.2.7 ”多项式 摆动 


使 用 最 小 二 乘 多 项 式 拟 合 非 线 性 数据 的 方法 具有 上 吸 引力。 但 如 果 数 据 不 只 有 多 项 式 特性 , 则 
求 出 的 曲线 可 能 产生 大 的 振荡 。 这 种 现象 称 为 多 项 式 摆动 , 它 在 高 阶 多 项 式 情况 下 更 容易 发 生 。 
由 于 这 个 原因 ,一 般 很 少 使 用 超过 6 阶 的 多 项 式 ,除非 已 知 所 使 用 的 多 项 式 是 真实 的 多 项 式 。 
例如 ,用 函数 A(x) = 1.44/2 + 0.24x 生成 6 个 数据 点 (0.25,23.1),(1.0,1.68),(1.5， 
1.0), (2.0,0.84),(2.4,0.826) ,(5.0,1.2576)。 使 用 曲线 拟 合 得 到 的 最 小 二 乘 多 项 式 为 ， 
Pa(x) = 22.93 - 16.96x +2.553x 
Pi(xz)=33.04-46.5tx+19.51x3 -2.296x 
Pi(x) =39.92-80.93x + 38.39x2 -17.1 和 9 十 1.680x4 
和 ， 
Pi(z)=46.02- 118.1x +119.4 和 2 -57.51x3 + 13.03x4 -1.085x5 
这 些 多 项 式 如 图 5.9%a) 到 (d) 所 示 。 注 意 斑 (z), Pi(z),P;(x) 在 区 间 [2,5] 内 有 较 大 的 摆动 。 尽 管 
Pa(z) 经 过 6 个 点 ,但 它 的 拟 全 最 差 。 如 果 必 须 使 用 多 项 式 拟 合 这 些 数据 , 则 户 (z) 是 较 好 的 选择 。 


和 也 
30H 30k 
IN 让 3 加 
中 DA 中 SA ， 
二 1| 5 _t0 1 了 了 
一 201 一 20| 


人 (by 


卫 
3 


DR 
20| 
YA 
0 一 全 工 


一 10| 
一 20 











9) 


图 5.9 〈a) 使 用 忆 (x) 拟 合 数据 ;(b) 使 用 瑟 (z) 拟 合 数据 
(e) 使 用 P (xz) 氢 合 数据 ;(d) 使 用 玉 (x) 拟 合 数 据 
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下 面 的 程序 使 用 甜 阵 , 它 包含 式 (18) 中 的 项 Fa) = 允 。 





程序 5.2 《最 小 二 滋 多 项 式 拟 合 ) 构 造 术 阶 最 小 二 乘 多 项 式 : 
PKx) = cl+eca 和 Tc 和 2 十 二 CU L 十 Cs 1 


拟 合 N 个 数据 点 1(xeyye)i 





function C= 1SpPolY(CX,YM) 


负 TOPU - X is the 1xn abscissa vector 

多 -Yis the lm orainate vector 

多 - M ie the degree of the least-sguares Polynomial 
$Output “ - Cis the coefficient 1iet for che polynortial 

= LIengthGX); 


孔 = zeros(1:M+1): 
下 = zeros(BmnM+1)5 


多 Fifl1 the columms of F with the powers of X 
for k=1:M+1 
FJ) = Xe (k-1); 
end 
% Soclve the linear SYSter from (25) 
恨 = 下 "站 
也 = 交 Ti 
C=aANvB5 
CG= flipudKc); 


5.2.8 曲线 拟 合 的 练习 
1. 对 下 列 数据 集 ,求解 最 小 二 区 抛 物 线 Fx) = 4h2 + Br +C。 


人 fa) 《b) 
和 久 鸭 多 
-3 15 -3 一 上 
-1 5 -1 25 
1 1 1 25 
3 5 3 1 








2 对 下 列 数据 集 , 求 解 最 小 二 乘 抛 物 线 FLx) = 4o2 + Bz + Co 
四 (人 (9 

















下 加 委 拆 罗 四 
人 -2 2.8 -2 i0 
-1 1 -1 2 -1 1 
0 3.8 0 3.25 0 0 
1 3 3 1 6.0 1 2 
2 .5 2 11.5 2 9 





3. 对 给 定 的 数据 集 ,求解 最 小 二 乘 曲线 : 
(a) sx) = Ce” ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 站 = xy, 了 = mn(y) 和 C = e8 来 线性 化 数据 点 。 
(b) fx)》 = Cr ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 了 = n(x), 了 = ln(y) 和 C = e2 来 线性 化 数 
《ce) 使 用 可 (P 判 断 娜 个 曲线 是 最 佳 拟 合 。 
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如 


An 


N 


相 ] 








给 定数 据 集 为 : 
全 交 
06 加 
2 1.9 
3 .3 
4 7.6 
5 12.6 








. 对 下 面 给 定 的 数据 集 ,求解 最 小 二 乘 曲线 ， 
《a) Kx) = Ce ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 瑟 = *, 了 = ln(y) 和 C = ee 线性 化 数据 点 。 
(b) Kx) = LI(4x + 了 3) ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 工 = * 和 了 = 1y 线性 化 数据 点 。 
(e) 使 用 玉 ( 亡 判断 哪个 曲线 是 最 佳 氢 合 。 























给 定数 据 集 为 : 
3 了 
1 | 人 62 
0 3.94 
1 2.17 
2 1.35 
3 0.89 











. 对 下 面 给 定 的 数据 集 ,求解 最 小 二 乘 曲 线 : 
(a) 所 x) = Ce ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 工 = *, 了 = In(7) 和 C = ee 线性 化 数据 点 。 
(b) Az) = (4r+ 呈 ) ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 下 = x 和 了 = 7 2 线 性 化 数据 点 。 
(es) 使 用 斑 ( 门 判 断 娜 个 曲线 是 最 佳 拟 合 。 

















给 定数 据 集 为 : 
人 《 认 
和 和 捧 
-1 13.45 -1 13.65 
0 3.01 了 1.38 
上 0.67 1 0.49 
2 0 -3 1 os 








. 对 数 人 口 增 长 。 当 人 口 忌 (七 受 限 于 极 值 工 时 , 它 符合 对 数 曲线 ,具有 形式 P(i) = 已 
(1+ Co )。 对 下 列 数据 集 求解 系数 4 和 C, 是 已 知 的 。 
(a) (0,200) (1,400),(2,650) ,(3,850) ,(4,950) 和 二 = 1000。 
(b) (0,500),(1,1000),(2,1800),(3,2800),(4,3700) 和 天 = 5000。 
- 利用 美国 人 口 数 据 ,求解 对 数 曲线 P( 1) ,并 估计 2000 年 时 的 美国 人 口 。 
给 定 人 口 数据 为 : 






































(ga 设 工 =8x 1 《b) 设 工 =8x 1 
年 罗 年 抽 瑟 
1800 -0 5.3 1900 0 6 
1950 -5 23.2 1920 2 106.5 
1900 0 76.1 1940 4 132.6 
1950 5 152.3 ]960 6 180.7 
1980 8 226.5 
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在 练习 8 到 练习 15 中 ,执行 表 5.6 中 的 变量 变换 , 寺 





8，y= 盘 + 昌 
1 
10. 7= 到 + 


12. y= 4ln(x)+ 马 

14. 7y = (4z + 吾 ) -2 

16.《〈a) 根据 定理 5.3 
方程 。 











泊 
也 = 和 请 
13.，y = Cxt 
15. 7 = Cxe -和 


对 下 列 每 个 函数 求 出 线性 化 表示 ， 


中 的 证 明 过 程 ,推导 最 小 二 乘 曲线 /xz) = 4cos(*) + Besin(x) 的 正规 


《b) 利用 (a) 的 结果 ,对 下 列 数据 集 求 解 最 小 二 乘 曲线 /zx) = hecoa(x) + Bsin(x)。 








给 定数 据 集 为 : 
和 拉 
一 3.0 一 0.4385 
一 1.5 一 2.1587 
0.0 0.8330 
].5 2.2774 
3.0 -0.5110 








17. 针对 六 个 点 z= 4+ 呈 +C 的 最 小 二 乘 平 面 (xy an)，.， 


式 的 最 小 化 得 到 : 


试 推导 正规 方程 ; 


( 袜 sj4+ 


疆 

18. 对 下 列 数据 集 求 解 最 小 二 乘 平面 : 
(a) 1,1,7),(1,2,9),(2,1,10),(2,2,11),(2,3,12) 
(bj (1,2,6),(2,3,7),(1,1,8),(2,2,8),(2,1,9) 


(Ce) (3,1, -3), 2, -1),(2,2,0),(1,1,1),(1,2,3) 


19. 设 有 如 下 数据 表 : 


1.0 
2.0 
3.0 
4.0 
5.0 





稚 
2.0 
5.0 
10.0 
17.0 
26.0 


由 


和 1 


(zwyyyyz) ,可 通过 下 


殖 (4,B,C) = 2 (ht + BC-a) 


当 对 函数 y = D/(x + C) 使 用 变量 变换 忒 = sy 和 了 = 1/y 后 ,变换 的 最 小 一 乘 拟 合 为 ， 
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_ -17.719403 
一 YX3476517 


当 对 函数 y = (4x + 如 ) 使 用 变量 变换 下 = * 和 了 = 1/y 后 ,变换 的 最 小 二 乘 拟 合 为 ; 


1 
了 二 二 0.1054253x + 0.4587330 
判断 哪个 拟 合 是 更 好 ,说 明 为 什么 其 中 一 个 结果 是 不 合理 的 。 


5.2.9 算法 和 程序 





























1. 洛杉矶 郊区 在 11 月 8 日 的 温度 记录 如 下 表 所 示 。 共 有 24 个 数据 点 。 
(a) 根据 例 5.5 中 的 处 理 过 程 (使 用 fmins 命令 ), 对 给 定 的 数据 集 求 解 最 小 二 乘 曲线 
xx) = dcos( 了 Be)+ Csin(px)。 
(b) 求 到 CP。 
(《e) 在 同一 坐标 系 下 画 出 这 些 点 集 和 (a) 得 出 的 最 小 二 乘 曲线 。 
给 定 温 度 记 录 表 如 下 : 
时 间 温度 时 间 温 庆 
1 的 1 58 
2 6 2 358 
3 辕 3 5 
寻 研 4 58 
5 63 上 57 
各 的 五 37 
了 62 了 37 
8 总 吕 5 
9 的 9 5 
1 匈 10 研 
1 鸣 芷 人 
午夜 型 正午 名 
5.3， 样 条 本 数 插值 


对 六 +1 个 点 [ss ,为 ) 访 o 的 多 项 式 插值 经 常 不 令 人 满意 。 从 5.2 节 可 知 ,一 个 全 阶 多 项 
式 可 能 有 N - 1 个 相对 极 大 值 和 极 小 值 ,同时 曲线 可 能 会 摆动 以 经 过 这 些 点 。 另 一 个 方法 是 
将 图 形 分 段 ,每 段 为 一 个 低 阶 多 项 式 St(z) ,并 在 相 邻 点 ( 妆 , 为 ) 和 (xi yi) 之 间 进 行 插值 
《如 图 5.10 所 示 )。 

















CD 


(Co 区 





如 了 or 


图 5.10 分 段 多 项 式 插值 
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两 个 相 邻 的 曲线 部 分 7 = SCs) 和 >》 = SCx) 分 别 位 于 区 间 [xey ws] 和 [msxsz] ,并 
经 过 共同 的 结 点 (lmotb)( xs+t, yt*i)。 曲 线 的 这 两 部 分 在 结 点 (zi sl) 处 连接 在 一 起 , 而且 
函数 集合 { S,(x)} 形 成 一 个 分 段 多 项 式 曲线 ,表示 为 8S(x)。 











5.3.1 分 段 线性 插值 


最 简单 的 多 项 式 是 一 阶 多 项 式 , 即 经 过 各 点 的 多 项 式 路 径 是 由 包含 各 点 的 直线 段 组 成 。 
4.3 节 的 拉 格 斋 日 多 项 式 可 用 来 表示 分 段 线 性 曲线 : 


SCx) = 因 

















世 - 和 1 和 一次 
二 十 因 《1) 
3 AL 一 和 





得 到 的 曲线 看 起 来 像 折 线 (如 图 5.11 所 示 )。 


人) 











人 







Cap 





Ge 网 





区 鸭 罚 奉 和 


5.11 分 段 线性 插值 (线性 样 条 面 线 ) 
如 果 利 用 线段 点 的 斜率 公式 ,可 得 到 一 个 等 价 的 表达 式 : 





8(z)= 稚 + 故 ( 一 因 ) 


其 中 卫 = (mt 和 )/(wst- 公 )。 得 到 的 线性 样 条 函数 可 表示 为 如 下 形式 ， 


S(x) = 


yo+d(z-xo) x# 在 [ xo,xi] 内 
力 +d 人 (xz 2 x 在 [xs ,za] 内 


扣 扣 了 
乱 + 二 (xz 区) x 在 [xs ,xi] 内 人 


yw-1+ 四 (xn “在 [zxw-yxw] 内 


对 于 显 式 计算 S(x), 式 (2) 的 形式 优 于 式 (1)。 这 里 假设 横 坐标 按 mm < si < < ai<a 
排序 。 对 于 一 个 固定 值 x, 通 过 连续 计算 差 值 =- 2 mw…x ~- ,xz - %, 直 到 上 +1 是 满足 *- 
%%r1< 0 的 最 小 整数 ,可 找到 包含 * 的 区 间 [ xs ,xi]。 因 此 可 找到 下 ,满足 mw sx<，, 且 样 


条 函数 S(*) 的 值 表示 为 ， 





St) = (= 和 因 十 用 ( 和 一 基 )， 傣 乓 和 所 其 人 (3) 


这 些 技术 可 扩 晨 到 更 高 阶 的 多 项 式 。 例 如 ,如 果 给 定 奇数 个 点 zy,…, my， 则 可 对 每 


个 子 区 间 [ xx,xztsz]( 丰 =0,L 


…, 形 - ,构造 一 个 分 段 二 次 多 项 式 。 采 用 二 次 多 项 式样 条 的 





一 个 缺点 是 在 偶数 点 xx 处 的 











率 变化 很 大 ,这 可 能 导致 曲线 出 现 非 期 望 的 村 曲 或 畸变 。 二 次 














样 条 曲线 的 二 阶 导数 在 偶数 点 不 连续 。 如 果 利用 分 段 三 次 多 项 式 , 则 一 阶 导数 和 一 阶 导 数 都 


连续 。 
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5.3.2 分 段 三 次 样 条 曲线 


数据 集 进行 多 项 式 曲线 拟 合 在 CAD .CAM 和 计算 机 图 形 系统 中 有 许多 应 用 。 操 作者 希望 
画 出 没有 误差 的 经 过 数据 点 的 光滑 曙 线 。 传 统 上 ,一 般 使 用 曲线 板 或 设计 师 的 样 条 主观 地 画 
出 曲线 ,只 要 目测 时 觉得 光滑 就 行 。 从 数学 角度 上 分 析 , 在 每 个 区 间 [ zx , xi] 可 构造 一 个 三 
次 函数 ,使 得 分 段 曲 线 了 = S(x) 和 它 的 一 阶 导数 和 二 阶 导数 在 更 大 的 区 间 [ x, sw] 内 连续 。 
S'(x) 的 连续 性 意味 着 曲线 7 = 8(x) 没 有 急 弯 。3"(x) 的 连续 性 意味 着 每 点 的 曲率 半径 有 定 
义 。 
定义 5.1{( 三 次 样 条 插值 ) 设 |(m ,办 )j 芒 * 有 六 +1 个 点 ,其 中 ae = 各 <ai< < 办 =b。 如 果 
存在 N 个 三 次 多 项 式 Si(x) ,系数 为 woy sstystayvssy 满 足 如 下 性 质 ， 

TS(o)= Si(z)= so+rshi(x 一 次 )+aa(z 一 直人 (人 

xi 各 [zars 且 天 =0,1 ,WwW-1 





























开 .S(Cze) = 多， 天 = 0,1，,Y 

玫 .S 人 xs) = Si(mar)， 天 =0,1, NM-2 
格 .SrD= Si(ms)， 下 =0,1 认 -2 
VS = SCxe)， 天 =0,1 mA-2 





则 称 函 数 8(x ) 为 三 次 样 条 函数 。 
性 质 工 描述 了 由 分 段 三 次 多 项 式 构成 的 S(x)。 性 质 贡 描述 了 对 给 定数 据点 集 的 分 段 三 


次 插值 。 性 质 正和 住 质 取 是 保证 分 段 三 次 多 项 式 函 数 是 一 个 光滑 连续 郑 数 。 人 性 质保 证 了 了 
数 的 二 阶 导数 也 是 连续 的 。 


5.3.3 三 次 样 条 的 存在 性 


是 否 可 能 构造 一 个 三 次 样 条 满足 性 质 工 到 性 质 Y? 每 个 三 次 多 项 式 Si(x) 有 四 个 未 知 常 
数 (so so stz 和 %s), 因 此 需要 求解 4W 个 系数 。 换 言 之 ,要 确定 4N 个 自由 度 或 条 件 ,数据 
点 提供 了 W+ 1 个 条 件 , 任 质 亚 `\ 人 性质 了 和 性 质 Y 每 个 提供 了 m - I 个 条 件 ,总 共 确定 了 W+1 
+3(N- ID)=4wW-2 个 条 件 。 这 样 镜 下 了 两 个 自由 度 。 可 称 之 为 端点 约束 :它们 包括 在 点 和 
和 xw 处 的 导数 3 “(z) 或 8S "(x) ,在 下 面 将 会 讨论 。 现 在 构造 三 次 样 条 。 

由 于 $S(x) 是 分 段 三 次 多 项 式 , 它 的 二 阶 导数 %(x) 在 区 间 [xo ,xx ] 内 是 分 段 线性 的 。 根 
据 线性 拉 格 朗 日 插值 ,9 "(*) = S 沁 (z) 可 表示 为 ， 











多 一 各 








(3 (和 ) 关 二 和 人 二 和 (全 (4) 
用 大 =8S(m)，ntt=S2(as) 和 丙 = 加 -次 .可 得 ， 
3 = 天 (oo 人 + (ea (5) 





其 中 由 二 xz 拉克 站 =0, 1 N-1。 将 式 (5) 积 分 两 次 ,会 引 和 两 个 积分 常数 ,并 得 到 如 下 形 
式 : 


让 (9) 





St = 本 (aa 
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将 台 和 x#+1 代 人 式 (6) 中 ,并 使 用 值 % = S (xs) 和 加 = SCwso) 可 分 别 得 到 包含 天 
和 4 的 方程 ; 





六 = 全 大 +phus 和 入 = 2 半 肌 二 9 (07) 


求解 这 两 个 方程 可 容易 得 出 靖 和 4 ,而 且 将 这 些 值 代入 式 (6) 中 ,可 得 到 如 下 的 三 次 多 项 式 方 
程 ， 








拘 


Se(x) = - 柄 (ar 7 


,人 ( Ca 


需要 注意 表达 式 (8) 可 简化 为 只 包含 未 知 系数 jme | 的 形式 。 为 求解 这 些 值 , 必 须 使 用 式 
(8) 的 导数 , 即 : 





(4 3 (8》 


(至 - 玫 8 
让 





《surt 一 工 ) 十 


号 





0 《9) 


Sexz)= 一 这 (ee- 1 一 





-( 糙 - 用 习 * 和 
肥 6 生 


在 x 处 计算 式 (9) ,并 简化 结果 可 得 到 : 
Se = -学生 -+ 和 由 = 站 计 全 (10) 
同 理 ,在 式 (9) 中 用 上 -1 代替 下 得 到 Si(z) ,并 计算 在 x 处 的 解 为 ; 
3 人 和 (0) 


现在 利用 性 质 玉 和 式 (10) 和 式 (11) 得 到 包含 ms-, ,mx 和 mi,, 的 重要 关系 式 : 
矶 -1 各 -+ 各)mne + msi = 天 (12) 
中 心 =6(4 一 二 =12,…,N 一 1 


5.3.4 构造 三 次 样 条 


式 (12) 中 的 未 知 数 是 要 求 的 值 jm, | ,而 且 其 他 的 项 可 通过 数据 点 集 {(x , 办 让 进行 简单 
的 数学 计算 得 到 的 常量 。 因 此 , 式 (12) 是 一 个 包含 W + 1 个 未 知 数 . 具 有 N - 1 个 线性 方程 的 
不 定 方程 组 。 所 以 需要 另外 两 个 方程 组 才能 求解 。 可 通过 它们 消去 第 一 个 方程 中 的 mm 和 第 
六 -1 个 方程 中 的 mw。 针 对 端点 约束 的 标准 策略 如 表 5.8 所 示 。 
素 5.8 ”针对 三 次 样 条 的 疯 点 约束 
策 略 梢 述 | 包 售 mo 和 mw 的 方程 
































一 = 刀 (@- Sa)- 瑟 
(D 压 紧 三 次 样 条 ,确定 S"(x),S*(z) 9 人 
《如果 导 数 已 知 , 这 是 "最 佳 选择 ") 
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( 续 表 ) 
策 略 朱 述 包含 mo 和 mw 的 方程 
《Natural 三 次 样 条 (一 个 “ 松 驰 曲 线 ”) mos=0mnw=0 
botma -mi 
me-m rr 人 
(车 外 推 5 (2 到 端点 CO 
加 
(iv)S“(z) 是 擎 近 端 点 的 常量 me = mm mA- 
《v) 在 每 个 端点 处 确定 S“(x) mo=S7(xo),mv=S7(xw) 





设 采用 表 5.8 中 的 策略 (*) 。 如 果 给 定 me, 则 可 计算 出 lomo, 而 且 式 (12) 的 第 一 个 方程 
《当天 =1 时 ) 为 : 





2(8o + 下 ) ml + 且 ma = 2 一 有 pa0 《13) 
同 理 ,如 果 给 定 mw* 则 可 计算 出 各-,mw, 而 且 式 (12) 的 最 后 一 个 方程 (当下 = N -1 时 ) 为 : 
jw-amaw-z+2(iw-a+pwi)mw-i= an li 一 和 -imay (14) 
式 (13) 和 式 (14) 结 合式 (12) ,其 中 上 = 2,3，……W - 2, 可 形成 包含 系数 mi ,ma ,mw 的 六 - 
1 阶 线性 方程 组 。 
如 果 不 管 在 表 5.8 中 选择 的 特定 策略 ,可 重 写 式 (12) 中 的 方程 1 到 方程 W - 1, 得 到 一 个 
包含 mi ,ma，… mw-1 的 三 角 线性 方程 组 ERf = Y, 表 示 为 : 





有 el mi 四 

Gil Be Pa 2 
=| : (15) 

av- pw cv-z|| mv-: ar- 

Gn-2 Bi-iJLmw-i -1 


式 (15) 中 的 线性 方程 组 具有 严格 对 角 优 势 ,并 有 惟一 解 (细节 参见 第 3 章 )。 当 得 到 系数 
{msj 后 ,可 利用 如 下 公式 计算 Se(x) 的 样 条 系数 | ,中 : 








0 二 共 Sa= 由 - 和 tm ms) me 6) 
ktL 一 下 
2 可 5 
为 了 更 有 效 地 计算 ,每 个 三 次 多 项 式 %(x) 可 表示 成 嵌 套 乘 的 形式 ， 
SCx) = (人 (Sa 人 十 全 和 + St 二 办 = 人 《17) 


这 里 S (*) 在 区 间 入 和 xs 风 ii 内 使 用 。 

结合 表 5.8 中 策略 的 式 (12) 可 用 来 构造 在 端点 处 有 特殊 性 质 的 三 次 样 条 。 特 别 是 表 5.8 
中 的 me 和 mw 可 用 来 定制 式 (12) 中 的 第 一 个 和 最 后 一 个 方 释 , 并 形成 式 (15) 中 的 w _ 1 阶 方 
程 组 。 然 后 可 求解 对 角 方 程 组 的 系数 mm ,mp ，…,my is 最 后 用 式 (16) 中 的 公式 求 出 样 条 系 
数 。 下 面 指出 了 对 不 同类 型 的 样 条 如 何 构造 方程 组 。 
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5.3.5 端点 约束 

下 面 的 5 个 引 理 说 明了 对 表 5.8 中 的 不 同 端点 约束 ,要 求解 的 三 角 线性 方程 组 的 湛 式 。 
引 理 5.1( 压 紧 (Clamped) 样 条 ) 存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 ,其 一 阶 导数 的 边界 条 件 是 Sa) 
= 四 和 3S7(D)= ds 

证 明 : 求解 下 列 线性 方程 组 ; 

(和 +] 
和 msi +20R + 和) + mas 加， 下 = 2,3 -2 
ap + (2 + 总 iuDai= ai 30S (sn) - dr 
注 : 压 紧 样 条 在 端点 有 斜率 。 从 可 视 化 的 角度 分 析 , 当 杀 软 有 弹性 的 木村 用 外 力 使 其 经 过 


数据 点 ,而 且 木 杆 在 端点 处 被 夹 紧 时 ,得 到 的 曲线 为 压 紧 样 条 。 这 样 的 样 条 能 够 为 需要 绘制 经 
过 多 个 点 光滑 曲线 的 绘图 员 提供 帮助 。 
引 理 5.2( 自 然 (Natral 样 条 ) ”存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 , 它 的 自由 边界 条 件 是 S"(a) =0 
和 37(5)=0。 

证 明 : 求解 下 列 线 性 方程 组 ， 

20jo + 向)m + 下 maz = 
2 + 2( 识 -+ 和)zat 二 Rom 二 天 = 2 3 -2 
jx-zmw-z + 2(jw-a + jw-i)mw = an-l 

注 :自然 样 条 是 柔软 有 弹性 的 木 杆 经 过 所 有 数据 点 形成 的 曲线 ,但 让 端点 的 斜率 自由 地 在 
某 一 位 置 保持 平衡 ,使 得 曲线 的 播 摆 行 为 最 小 。 它 对 有 多 位 有 效 数字 精度 的 试验 数据 进行 曲 
线 拟 合 时 很 有 用 。 
引 理 5.3( 外 推 {Extrapolated) 样 条 ) 存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 ,其 中 通过 对 点 z 和 总 进行 外 
推 得 到 9 "(e) ,同时 通过 对 点 zw- 和 ww- 进行 外 推 得 到 S (四 )。 

证 明 : 求解 下 列 线性 方程 组 ， 


{342n 上 + 








2， 了 
到 mm + 人 - 冶 m- 辣 
各 -Pt + 2 + 可 )me + 和 meil= 可) 天 = 23 2 





有 8 
-2 一 2 2 -1 IAA-1 二 Unw-i 
下 丙 ) maw-z 十 2Hw-2 + 3 下 w-1 + 有 


注 : 外 推 样 条 等 价 于 端点 处 的 三 次 多 项 式 曲线 是 相 邻 三 次 多 项 式 曲线 的 扩展 形成 的 样 条 ， 
也 就 是 说 , 样 条 曲线 在 区 间 [ so ,2] 内 形成 单个 三 次 多 项 式 井 线 ,同时 在 区 间 [sw_: ,ww ] 内 形成 
另 一 个 三 次 多 项 式 昌 线 。 


引 理 5.4( 抛 物 线 终结 (Parabolically Terminated) 样 条 ) ”存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 ,其 中 在 区 
间 fxo,z] 内 S“=0, 而 在 区 间 [ xwzx ] 内 “=0。 
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证 明 , 求解 下 列 线性 方程 组 : 


《35 + 28 ) ml + 太 ma = 
和 pei + 2 和)ma + 有 msi= mu， = 23 -2 


1 
到 


和 -zw-a + 《2jins + 3 和 vi)mw-t= -1 


注 :在 区 间 [xo,sxi] 内 S"(x)=0, 使 得 三 次 多 项 式 曙 线 退 化 为 二 次 多 项 式 曲线 ,同时 在 区 














闻 [xw-i,xw] 内 也 发 生 了 同样 的 情况 。 
引 理 5.5( 端 点 曲率 调整 ( End - point Curvatmre - adjusted) 样 条 ) ”存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 ， 





其 中 二 阶 导数 的 边界 条 件 S"(a) 和 3“(5) 是 确定 的 。 


证 明 ; 求解 下 列 线性 方程 组 : 
2 各 了) + 由) 
由 = 23 2 
josmwra + 2(0jw-a + fr)mwi= un 一 RS (xn) 
注 :通过 对 3S“(a) 和 8“() 赋 值 ,可 调整 每 个 端点 的 曲率 。 
下 面 的 5 个 例子 显示 了 不 同样 条 的 行为 。 通 过 混合 端点 条 件 可 得 到 更 多 的 样 条 形式 ,这 


和 + 和 


留 给 读者 进行 研究 。 
例 5.7 求 压 紧 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0),(1,0.5),(2,2.0),(3,1.5) ,而 且 一 阶 导数 的 边界 


条 件 为 8"(0) =0.2 和 837?(3)= -1。 

解 : 

首先 计算 下 面 的 值 ; 
jio= 和 = 起 =! 
do=(r -yo)ji=(0.5-0.0)71=0.5 
本 =(m -7 =(2.0-0.5)/1=1.5 
中 = (入 - 因 )/ 记 =(1.5-2.0)71= -0.5 
z=6(d -加 )=6(1.5-0.5)=6.0 
=6d-d)=6(-05-1.3)= -12.0 

然后 利用 引 理 5.1 得 到 如 下 方程 组 : 


( 冯 +m+mm=6.0-3(00.5-0.2)=5.1 


+(2+ 卫 ]m= -12.0-3(-1.0-(-0.5))= -10.5 
将 上 述 方程 组 进行 简化 并 表示 成 给 阵 形 式 ,可 得 到 ; 
3.5 1.0]T mi 5.1 
1.0 3 引 [] -| _o 引 
直接 通过 计算 可 得 到 方程 组 的 解 m = 2.25 和 mo = -3.72。 现 在 将 它们 代入 表 5.8 的 ( 
中 的 方程 组 ,以 求解 系数 mo 和 mm; 


214 数值 方法 (MATLAB 版 ) 





mo =3(0.5-0.2) -2 王 - -0.36 
一 3.72 
2 
接 下 来 ,可 求 出 mo = - 0.36,mi =2.25,ma = -3.72,ma =0.36, 并 将 它们 代入 式 (16) 求 解 

样 条 系 教 。 结 果 为 : 
So(z)》 =0.48 妇 -0.18+0.2x， 0<x<1 
SOxz)= -1.04xz-18+1.26(x -12+1.28(z -1)+0.5，1<x<2 {18) 
Sa(xz)=0.68(z- 27 -1.86(x -2)2+0.68(x -2)+2.0， 2<x<s3 

压 紧 三 次 样 条 如 图 5.12 所 示 。 


my =3(-1.0+0.5)- 





=0.36 


例 5.8 求 自然 三 次 祥 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0),(1,0.5),(2,2.0),(3,1.5), 且 自由 边界 条 件 为 
S?"(x)=0 和 3S7(3)=0。 
使 用 例 5.7 中 计算 出 的 值 j 各 | ,| 四 上 [下拉 委 据 引 理 5.2 可 得 方程 ， 
2(1+Dmi+ma=6.0 
mi+2(1+1)ma= -12.0 


4.0 1.01fm 6.0 
1.0 sa] -| 2 

可 容易 来 出 mm =2.4 和 ma= -3.6。 由 于 mo= 3 (0) =0 和 ms=8y(3)=0, 所 以 使 用 式 

(16) 求 解 样 条 系 教 的 结果 为 : 
So(x) =0.4z3+0.1x， 
SCxz)=-(x*-]7+l20z-1D2+1305 -1+0.5， Tsx 二 2 (19) 
Sa(xz)=0.6(z -2 -1.8(z-2 关 +0.7(z -2)+2.0， 2<x<3 

自然 三 次 样 条 砷 线 如 图 5.13 所 示 。 


线性 方程 组 的 天 阵 形式 为 : 


了 
2.0| 20 
1.5 1.5 
0 1.0 
0.5 0.5| 


袜 
05 EL0 15 20 25 3.0 


图 5.12 压 紧 三 次 样 条 ,边界 条 件 为 
SO0)=0.2 和 3(3)= -1 


05 10 15 20 25 307 


图 5.13 自然 三 次 样 条 ,边界 条 件 为 
3"(0)=0 和 357(3)=0 


例 5.9 求 外 推 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0),(1,0.5),(2,2.0),(3,1.5)。 
使 用 例 5.7 中 的 值 j 各 上 | @1 和 ja 并 根据 引 理 5.3, 可 得 线性 方程 组 : 
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(3+2+1)mi+(i-l)mo=6.0 
(1-1)mi+t2+3+l)mz= -12.0 


6.0 0.01Tmi 
[os cj = [2 d 
可 求 出 解 为 mi = 1.0 和 ma = -2.0。 现 在 将 它们 代入 表 5.8 的 《iii) 中 的 方程 组 ,并 计算 


mo 和 ms: 


其 矩阵 形式 为 : 


mo=1.0-(-2.0-1.0)=4.0 
mas= -2.0+(-2.0-1.0)= -5.0 
最 后 将 | ms1 代 入 式 (16) 求 解 样 条 系数 可 得 ; 


So(z) = -0.5 和 +2.0 了 一 x 0<x<1i 
Si(z)= -0.5(x -1 +0.5(z~12+1.5(z -1D+05，1<xs2 (20)》 
Sz(xz)= -0.5(x -2 -(5-2)2+(x -2)+2.0， 2<x<3 


外 推 三 次 样 条 曲线 如 图 5.14 所 示 。 





5 410 15 20 25 307 
图 5.14 外 推 三 次 样 条 曲线 
例 5.10 求 抛物 线 终结 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0),(1,0.5),(2,2.0),(3,1.5)。 
使 用 例 5.7 中 的 值 1 记 二 加 ;和 和 ax 和 根据 引 理 5.4 可 得 : 
(3+2)m + ma=6.0 


mi+(2+3)mz= -12.0 
其 纸 阵 形式 为 : 


PT 
10 sal[2-[ aa 
可 得 到 结果 为 mi =1.75 和 ma = -2.75。 由 于 在 每 个 端点 的 子 区 间 内 S“(x)=0, 根 据 表 
5.8 (iv) 中 的 方程 组 ,可 得 ma = ml=1.75 和 ma = ma = -2.75。 然 后 将 |mii 的 值 代入 式 
(16) 可 得 ; 


So(xz) =0.875x2 -0.375x， 0<xs1 
SI(z)= -0.75(x -1 +0.875(z -1)+1.375(z -1)+0.5， 1<sxs2 (21) 
Sz(x)= -1.375(xz 2) +0.875(x -2) 12.0， 2 二 xs<3 


抛物 线 终结 样 条 曲线 如 图 5.15 所 示 。 
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例 5.11 求 端点 曲率 调整 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0),(1,0.5),(2,2.0),(3,1.5) ,而 且 二 阶 导 
数 边 界 条 件 S"(0) = -0.3 和 SS"(3)=3.3。 
使 用 例 5.7 中 的 值 { 天 上 | 号 j 和 jus| ,并 根据 引 理 5.5 可 得 : 
2(1+l)mi+m=6.0-(-0.3)=6.3 
mi+2(1+i)ma= -12.0-(3.3)= -15.3 


4.0 1.01T mm 6.3 

| 4 人 -| -15.3 
方程 组 的 解 为 ml = 2.7 和 ma = -4.5o 
根据 边界 条 件 可 得 mo = 8 (0) = -0.3 和 ma = 3?(3) = 3.3。 将 | mk] 的 值 代入 式 (16) 可 
得 : 


其 给 阵 形式 为 : 


So(x) =0.5 嫩 -0.15x2 +0.1Sx， 0s<xrsl 
Si(xz) = -1.2(x -13+1.3S(z -1)2+1.35(x 一 1+0.5， 1sz<s2 (22) 
Sz(z)=1.3(z -27-2.25(c -2)2+0.45(z -2)+2.0， 2<x<3 


端点 曲率 调整 样 条 曲线 如 图 5.16 所 示 。 





20 
15 
1.0| 
05 
55 10 15 20 25 307 05 10 13 20 25 307 
图 5.15 抛物 线 终结 样 条 曲线 图 5.16 端点 曲率 调整 样 条 曲线 ,满足 


S?(0)= -0.3 和 S?(3)=3.3 
5.3.6 三 次 样 条 曲线 的 适宜 性 


样 条 曲线 的 实用 性 在 于 它们 具有 的 摆动 行为 极 小 。 因 此 ,所 有 的 函数 /5) 在 区 间 [ , 引 
内 二 次 连续 可 微 , 同 时 经 过 给 定 的 数据 点 集 | zx ,六 | 必 。, 而 且 三 次 样 条 曲线 的 摆动 相对 较 小 。 
下 面 的 结论 解释 了 这 一 现象 。 


定理 5.4( 三 次 样 条 曲线 的 极 小 性 质 ) 设 AE cfe,5, 且 S(z) 是 惟一 经 过 点 1(xi， 


灵 生 )) Ia 的 函数 所 x) 的 三 次 样 条 插值 曲线 ,并 且 满 足 夹 紧 端点 条 件 8 (a) = A"(a) 和 S'( 昌 ) 
= (5), 则 : 




















。 ， 
CD7 可 sr) (3) 


证 明 : 利用 分 部 积分 法 并 根据 端点 条 件 可 得 : 
seoUrCD -09) 可 
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oo -wo)e 
外 


= 8 (oz(P(z) - se 


-0-0-|oowto -so)a 
由 于 在 于 区 间 [ xyz] 内 ,Sr(z) = 654a 所 以 可 推导 出 ; 


二 Wir1 


(ao -Se))ac -63 - sc -=0 


-和 
其 中 让 = 0 N -le 思 此 | S (CU"(z) - (5))de = 0 ,而 且 可 推导 出 : 


中 roDm = soya 024) 
由 于 0<Cf"(z) - S(s))*, 我 们 可 得 到 积分 关系 : 
0< or(o -Cj 
= ro -]fos(Oar| ycoya 3) 
现在 将 式 (24) 的 结果 代入 式 (25) 可 得 : 
0<| wo7a -reopa 


重 写 上 式 则 可 容易 得 到 关系 式 (23) ,定理 得 证 。 

下 天 的 程序 构造 了 一 个 根据 数据 点 ix ,为 ?入 0 的 压 紧 三 次 样 条 插值 。 输 出 矩阵 $ 的 第 
下 -工行 是 8 (xz) ,其 中 上 = 0,1,…,N -1 的 按 降序 排列 的 系数 。 在 练习 中 ,读者 要 根据 其 他 如 
表 5.8 中 和 引 理 5.2 到 引 理 5.5 中 描述 的 端点 条 件 ,修改 下 面 的 程序 。 








程序 5.3{ 著 紧 三 次 样 条 曲线 】 根据 六 + 1 个 点 |(a, 因 这 ,构造 并 计算 夹 紧 三 次 
样 条 插值 


function S= csfit(X,Yy,dx0,dxn) 








区 Input  - X ie the 1xn aoscissa vector 
旬 一 工 1s the 1xn ordinate Vector 

多 - dkx0 = S”(x0) first derivative boundary condition 
和 - dmz= S” (xm) first derivative boundary condition 
# Output - S:rows of S are the coefficients,in descending 

多 order,for the cubic interpolants 

黄 = length(X) -13 

也 = GiftEF(X) 

D= diff(Y)./H; 

=H(2:N-1); 

B=2x#r(HGI:N-I)+H2:ND)， 

C=H(2:N); 


U=6#*daifEt(D); 

% Clanped spline endpoint constrainte 
BC1) = BCL) - HCL)724 

UL) = UL) -3x<(D(1L) -dx0); 
BN-1)=BIN-1)-HN)/25 
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UN-1)=GN-1I)-3x(dqm-DON)); 
fork=2:N-1 
cemp=Rk-1)MB(K-1); 
B(k) = B(K) -tempx C(k-1); 
U(k) = U(k) - cempsIGK-1); 
end 
MCN) =UCIN-1)ABN-1) 
for k=N-2:-1:1 
Mk+1)=(U(k) -COK)x MGk+2))/B(kx)5 
end 
MG1) =3x(D(1) - dxo)j/H(I) - M(2)/23 
M(+1) = 3x(dxmn -DON))MHCN) - M(CN)72， 
fork=oN-1 
SCK+1,1) = (MGK+2)7-M(K+1))M6aH(GK+I)) 
SCk+1,2) = M(K+1)/24 
SCk+1,3)=D(k+1) -HK+1)x(2xM(k+1)+MOKk+2))765 
SCk+1,4) =YCK+1)3 
end 


例 5.12 求解 压 紧 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0),(1,0.5),(2,2.0),(3,1.5) ,而且 一 阶 导 数 
边界 条 件 9 (0) =0.2 和 8(3) = -1。 


在 MATILAB 中 进行 计算 : 


> >X=[0 1 2 3jiy=[0 0.5 2.0 1.5]idx0-=0.2;dm= -1; 
> >8= csfit(X,Y,Gxodm) 
S= 

0.4800 -0.18000.20000 

-1.0400 1.2600 1.2800 0.5000 

0.6800 -1.8500 0.6800 2.0000 


要 注意 8 中 行 的 元 素 是 例 5.7 中 式 (18) 对 应 方程 的 系数 。 下 面 的 命令 显示 了 如 何 使 用 
Polyval 命 令 画 出 三 次 样 条 插值 。 产 生 的 图 与 图 5.12 相同 。 命 令 如 下 : 


> >xl= 01.01:1;Yy1= polyval(S(1,:),xl - X(1)); 

: iY2 = Polyval(8(2,:),x3 -X(2))5 
:01:3;y3 = polyval(8(3,:)，x3 -X(3)); 
> > 有 lot(xl,yl1,x2,y2:5x3,y3，xy，，，) 








5.3.7 样 条 函数 插值 的 练习 


1. 设 有 多 项 式 S(z) = ao+ aiz+om2Tasxas 
(a) 证 明 根据 条 件 S(1) = 1,S (1) =0,3(2) = 2,8'(2) =0 可 得 到 如 下 方程 组 : 
ao+ai+a2+es=1 
al +2az+3as=0 
ao+2al +4as +8as = 了 2 
al+4az +12c3 =0 
(b) 求解 (a) 中 的 方程 组 ,并 根据 结果 画 出 三 次 多 项 式 曲 线 。 
2 设 有 多 项 式 S(x) = ao+ ax +aax2+astaa 
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(a) 证 明 根 据 条 件 S(1) =3,S (D = -4,S(2) = 1,S (2) =0 可 得 到 如 下 方程 组 : 


ao+ea+e+e=3 
ai +T2as+3a = 一 和 
ao+2a +4az+g8oa= 1 


ai +4aa + 12a = 2 


(b) 求解 (a) 中 的 方程 组 ,并 根据 结果 画 出 三 次 多 项 式 曲 线 。 
3 判 断 下 列 娜 些 函数 是 三 次 样 条 。 提 示 : 函数 成) 是 否 满足 定义 5.1 中 的 5 个 性 质 ? 





隐 -下 交 十 15 和 2 一 旦 Ts<xs2 
(ae) xz)= 
aa ai 2<x 3 
4 了 
11-24x+18 达 一 4x3 1<x 过 2 
《9)》 zx) = 2 3 
一 科 +72x 一 307 十 47 2 过 < 二 3 
1 他 =+26 轨 -县 1<x<2 
(ce) 大 xz)= 
-70+ 现 9 4022 + 卫 2 和 xs3 
13 -31x +23x2 -和 1<x<2 
《d) 有 太 x)= 
-35+51x -22x2 +3 和 3 2<xY<s3 








4. 求 压 紧 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 ( - 3,2),( - 2,0),(1,3),(4,1》, 而 且 -一 阶 导数 边界 条 件 
SC-3)= -II 和 83(4)=1。 

5. 求 自然 二 次 样 条 曲线 ,经 过 点 ( - 3,2),(- 2,0),(1,3),(4,1) ,而且 自 由 边界 条 件 
SU-3)=0 季 (4)》=0。 

6、 求 外 推 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 ( -3,2),(- 2,0) ,(1,3),(4,1)。 

7， 求 抛物 线 终结 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 ( -3,2),( -2.0),(1,3),(4,D。 









































8， 求 曲率 调整 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 ( - 3,2),( - 2,0),(1,3),(4,1)》, 而 且 二 阶 导数 边界 
条 件 8(-3)= -1 和 3(4) =2。 
9。 (a) 求 压 紧 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 入 |(mm,A(aa)) 有 -其 中 FCz) = + , 横 坐标 为 


各 =12,2=1,xa=3/2,x3 =2。 一 阶 导数 边界 条 件 为 8 (xzo) = 疡 (x) 和 (za) = 
六 ()。 在 同一 坐标 系 下 , 画 出 函数 上 和 压 紧 三 次 样 条 插值 。 
《b) 人 = 和 + 三 , 横 坐标 为 


35=12,m = lxa=3/2,x=2。 二 阶 导数 边界 条 件 为 8 (mm) =0 和 8%( 轨 ) = 0。 在 
同名 要 下 加 大 轴 央 二 次 样 条 插值 。 
0 (a) 求 压 紧 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 集 [( 鸭 , 瑚 er)) 有 -其 中 Kx) = eos(2), 横 坐标 为 


和 =0,xl=VY rz =Y3x1,m =Y 55 厅 。 一 阶 导 数 思 界 条 件 为 8'(xo) = F(an) 和 
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Sm) = 六 (za)。 在 同一 坐标 系 下 , 画 出 琐 数 {f 和 压 紧 三 次 样 条 插值 。 
《bp) 求 自 然 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 集 共 乓 ,六 各)) 有 -其 中 六 r) = cos( 姑 ), 横 坐标 为 
xo=0.x =Vr2.xw =v3r2.xs =v5r2。 二 阶 导 数 边 界 条 件 为 8% (xzo) = 0 和 
S (xz) = 0 在 同一 坐标 系 下 , 画 出 函数 /和 自然 三 次 样 条 插值 。 

11. 利用 下 列 替 换 表 达 式 : 

3 
和 : 
《1 和 = 和 二 38 一) 二 3 了 (一生 (一 和 

证 明 当 式 (3) 扩 展 为 (mx -~ *) 的 寡 的 形式 时 , 它 的 系数 是 式 (16) 中 给 出 的 系数 。 

12. 设 三 次 函数 St(x) 在 区 间 [ xs, xx,i] 内 ， 
(a) 给 出 计算 | ”Su(z) de 的 一 个 公式 。 
然后 根据 下 面 给 出 的 练习 的 (a] 部 分 计算 | ”5(z) de。 
(b) 练习 10 《e) 练习 11 

13. 如 何 结合 表 5.8 的 策略 ( 方 和 式 (12) 得 到 引 理 5.1 中 的 方程 。 

14. 如 何 结合 表 5.8 的 策略 (证 ) 和 式 (12) 得 到 引 理 5.1 中 的 方程 。 

1 (a) 使 用 点 m = -2 和 *, = 0, 证 明 函 数 .Kx) = : -* 在 区 间 [ -2,0] 内 的 压 紧 三 次 样 
条 捅 值 是 其 自身 。 
《b) 使 用 点 xm = - 2, 和 = 0,w =2, 证 明 函数 沁 x) = 巡 - * 在 区 间 [ - 2,2] 内 的 压 紧 三 
次 样 条 插值 是 其 自身 。 注 意 :f 在 为 处 有 一 个 拐点 (infection poinD 。 
(e) 根据 (a) 和 (b) 的 结论 ,证 明 任意 三 阶 多 项 式 Kxz) = oo + os + o 姑 + @a 在 任意 
闭 区 间 [ao ,b] 内 的 压 紧 三 次 样 条 播 值 是 其 自身 。 
(《d) 从 引 理 5.2 到 引 理 5.5 描述 的 其 他 4 种 三 次 样 条 插值 有 类 似 (c) 的 结论 吗 ? 请 令 
述 。 

5.3.8 算法 和 程序 

1， 一 个 轿车 在 时 间 a 时 经 过 的 距离 为 必 ,如 下 表 所 示 。 使 用 程序 5.3, 并 根据 一 阶 导数 

边界 条 件 8 (0) =0 和 8' (8) = %8, 求 这 些 数据 的 压 紧 三 次 样 条 插值 ; 
时 间 上 0 2 人 4 6 8 
距 离 4 0 4 加 160 300 4 

2， 修 改 程序 5.3, 根 据 给 定数 据点 集 , 求 (a) 自然 三 次 样 条 插值 ,(b) 外 推 三 次 样 条 插值 ， 
(ec) 抛物 线 终结 三 次 样 条 插值 ,(d) 端 点 曲率 调整 三 次 样 条 插值 。 

3， 使 用 问题 2 中 的 程序 ,根据 点 (0,1),(1,0),(2,0),(3,1),(4,2),(5,2),(6,1), 求 5 种 
不 同 的 三 次 样 条 播 值 ,其 中 8 (0) = -0.6,3 (6) = -1.8,8(0) -1 和 (6)= 1。 
在 同一 坐标 系 中 画 出 这 $ 个 三 次 样 条 插值 和 这 些 数据 点 。 

4， 使 用 问题 2 中 的 程序 ,根据 点 (0,0),(1,4)， (2,8),(3,9),(4,9),(5,8),(6,6), 求 5 种 
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不 同 的 三 次 样 条 插值 ,其 中 S (0) = 1,3 (6) = -2,8 (0) =1 和 8(6) = - 1l。 在 同一 
坐标 系 中 画 出 这 5 个 三 次 样 条 插值 和 这 些 数据 点 。 

5， 下 画 的 表 给 出 了 在 洛杉矶 的 郊区 12 小 时 内 每 个 小 时 的 温度 (华氏 温度 )。 根 据 这 些 
数据 求 自然 三 次 样 条 播 值 。 在 同一 坐标 系 , 画 出 自然 三 次 样 条 插值 和 这 些 数据 。 根 
据 自 然 三 次 样 条 搬 值 和 练习 (12) 的 《a) 部 分 的 结论 求 12 小 时 内 的 平均 温度 近似 值 。 























给 定 湿度 表 为 : 
时 间 温 度 时 间 温 度 
上 相 ] 了 37 
2 58 8 5 
3 有 9 印 
和 38 10 研 
生 ] 7 工 嫩 
6 537 中 午 合 
6 使 用 压 紧 三 次 样 条 插值 近似 在 区 间 [ - 3,3] 内 的 函 雪 7z) = x -cm(z)。 


5.4 傅 里 时 级 数 和 三 角 多 项 式 


科学 家 和 工程 师 经 常 研究 一 些 具 有 周期 性 的 现象 ,如 光 和 声音 。 它 们 可 用 函数 F(x) 描 
述 ,fxz) 具 有 周期 性 : 

对 所 有 的 * 有 &(x+ 忆 )=E(z) (D) 

数 忆 称 为 函数 的 周期 。 

设 函 数 的 周期 为 2r。 如 果 g(*) 的 周期 为 忆 , 则 /xz) = &( Pre/2m) 的 周期 为 2r。 可 通过 下 
式 进行 验证 : 





Hz+2m=e[( 到 +Pj=s[( 至 ]=7(v) () 
自 此 以 后 ,在 这 一 节 中 ,假设 函数 成 =) 的 周期 是 2r, 即 ; 
对 所 有 的 * 有 ALxzt+2r)= Kx) (3) 


通过 重复 函数 在 某 个 长 度 为 2r 的 区 间 内 的 图 形 可 构成 整个 函数 的 图 形 , 如 图 5.17 所 示 。 


了 





图 $.17 周期 为 2x 的 连续 冰 数 抱 x) 


例如 函数 sin( 产 ) 和 cos( 产 ) ,其 中 / 是 整数 ,是 周期 为 2x 的 函数 。 这 时 会 产生 下 面 的 问 
籁 :-- 个 周期 函数 是 否 能 表示 为 包含 wecos(iz) 和 羽 sin( 疡 ) 的 项 的 和 ? 下 面 将 看 到 答案 是 肯定 
的 。 
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定义 5.2{ 分 段 连续 ) 如 果 存 在 值 5 ，…, 反 满 足 e= tc< 归 <…< 攻 = 函 数 风 xz) 在 每 个 
开 区 间 5 -<x<z2sis TI,2,…, 天 内 是 连续 的 ,而 且 函 数 在 每 个 端点 汪 有 左 极限 和 右 极限 , 则 
称 函 数 扎 *) 在 区 间 fa,b] 内 分 段 连续 。 如 图 5.18 所 冰 。 


少 


ae 在 白 2 




















图 5.18 在 区 闻 [e, 妇 内 的 分 段 连续 函数 


定义 5.3( 傅 里 时 级 数 ) 设 /xz) 是 周期 函数 ,周期 为 2r ,而 且 /xz) 在 区 间 [ - x,x] 内 分 段 连 
续 。 则 所 xz) 的 傅 里 时 级 数 入 人 来 下 为 ; 





SCxz) = 也 十 习 cos( 产 ) + 页 sin( 总 )) 《4) 
这 里 的 系数 w 和 此 可 用 本 4 公式 计算 得 于 
四 = 了 7aemuoa， 了 = 0,1… (3) 
和 
1[ 加 
久 = 二 osinGiyae， -12 (@) 


引入 傅 里 叶 级 数 式 (4) 中 的 常数 项 ao/2 的 因子 亏 , 使 得 可 通过 设 = 0, 并 计算 式 (5) 得 到 
ao。 下 面 讨论 了 传 里 叶 级 数 的 收 伍 性 。 


定理 5.5 ( 傅 里 叶 级 数 扩展 ) 设 S(*) 是 马 z) 在 区 间 [ - x,x] 内 的 傅 里 叶 级 数 。 如 果 j(z) 
在 区 间 [ - rz] 内 是 分 段 连续 的 ,而 且 在 区 间 内 的 每 个 端点 有 左 导数 和 右 导数 , 则 S(x) 对 于 
所 有 *E [ - rz] 是 收敛 的 。 对 于 所 有 的 点 *E [ - x,r] 存 在 关系 式 ， 
S(x) = .Fax) 
中 扩 x) 是 连续 的 。 如 果 x = 是 函数 广 的 不 连续 点 , 则 ; 
S(o)= 扩 a-) 大 a) 

这 里 所 e ) 和 Aa” 人 计 表 丰 概 展 和 有 要 展 这 样 ,可 得 到 傅 里 时 级 数 扩展 表达 式 : 

xz) = 癌 + 号 cos( 产 ) + 而 sin( 产 )) 《7) 

在 本 小 节 最 后 ， 起 (G) 和 牙 (6) 朋 术 总 二 了 向 关 过 
例 5.13 设 在 区 间 -mr<x<x 内 有 函数 7(x) = xz/12, 周 期 性 满足 Fx +2r) = xz) ,证 明 它 的 
傅 里 时 级 数 可 表示 为 
Ai = 了 于 拉 sn0n -san -saga 。 os) _ 
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利用 欧 拉 公式 和 分 部 积分 法 可 得 : 


xsin( 产 ) cos(zz) 

















a = 二 和 cosGjo ae = 如 加 全 | =0 
其 中 j= 1,2,3,… ,并且 : 
1 和 ，，， 一 xz cos( 天 ) sin 总 )| (- 1 
= 卫生 sn(zx)dr = 药 和 | = 
其 中 j=1,2,3，。 系数 oo 为 : 
二 关 丰 -0 
和 = 
通过 计算 可 知 余弦 函 教 的 系数 为 零 。 函 数 /(z) 的 部 分 和 ; 
So(z)= sim(z)- ss) 
Sa(x)= sin(x) 一 S 人 0 十 Se) 


SCD -an - 王 2 :aaa -aa 


如 图 5.19 所 示 。 


了 JS 
15 了 Si 





DA 








玫 


图 $.19 在 区 间 [ - x,x] 内 的 函数 妃 x) = x/2 和 三 角 近 似 89 (z)，S:(x) 34(z) 





下 面 是 传 里 叶 级 数 的 一 些 一 般 性 质 。 相 关 证 明 留 作 练习 。 


定理 5.6 (余弦 级 数 ) 设 扩 z) 是 偶 函 数 , 即 对 所 有 的 x 有 上/( - *) = A(*)。 如 果 K(x) 的 周期 


为 2 ,而且 .7s) 和 (>) 是 分 段 连续 , 则 护 z) 的 傅 里 时 级 数 只 包含 余弦 项 ; 
Fe) = 畔 + 症 o cas 人 ja) 
其 中 : 


= 全 广 ms)oosCjo) du， 了 = 0,1 


(8) 


定理 5.7 ( 正 蓄 级 数 ) 设 /x) 是 奇 函数 , 即 对 所 有 的 < 有 - *) = - 扎 x)。 如 果 Fx) 的 周 
期 为 2r ,而 且 扎 *) 和 A(x) 是 分 段 连续 的 , 则 7x) 的 傅 里 叶 级 数 只 包含 正弦 项 ， 
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ALx) = psin(p) 《10) 
其 中 ， 和 
六 = 2 Mo)sinGz)a 112， (1 
例 5.14 设 在 区 间 -x<x<z 内 有 另 数 所 x) = 1x|1, 周 期 性 满足 PKx+2r)= (xz), 证 明 它 具 
有 人情 里 叶 余 纺 级 数 表 达 式 : 

AD- 到 光 作 和 呈 
可 12 

= 了 一 4 (ooe(9 十 2 十 2 十 ) 


由 于 函数 扎 x) 为 偶 通 数 ,因此 根据 定理 5.6 只 需 计 算 系 数 |ajj: 
四 Yeos{ 闵 )dx = 2zsinCie) 耻 》 十 2eoagp) 
0 克 


允 


富 





。 
2 的- - ( 凡 1-Daai 

由 于 当 是 惕 数 时 有 (( - 1)/ - 1) = 0, 所 以 余 玫 级 教 只 有 言 数 项 。 而 奇才 系数 具有 下 列 
模式 ， 





-4 一 4 -4 
本 
系数 ao 为 : 
站 2 | 
ao = 二 | xdaz = 去 = 
这 样 , 可 得 到 式 (12) 中 的 系数 。 


定理 5.5 中 欧 拉 公式 的 证 明 : 设 人 很 里 叶 级 数 存在 且 收 敛 。 为 确定 co, 可 对 式 (7) 的 两 边 进 
行 积 分 得 到 ， 


7 全 ( 芋 +(oesGo oaato)]w 
= 人 x+rof cos( 产 ) dz 二 立夏 5in( 产 ) dx (3) 
= rao +0+0 
通过 对 上 式 进行 一 致 收敛 (参见 相关 的 高 等 教材 ) 来 调整 求 和 与 积分 的 顺序 ,可 得 到 ; 
1 
ao = 村 em (14) 
为 得 到 mo, 设 m> 0 是 一 个 固定 整数 ,在 式 (7) 的 两 边 匀 以 cos( mx) 并 积分 可 得 ; 














上 Aeroyw -到 ostnom+ 站 sgoentmow 
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+ 了 开 | snCp)es(mm)w (5) 
根据 三 角 函数 的 正 交 性 质 , 可 对 式 (15) 进 行 化 简 。 式 (15) 右 边 的 第 -项 的 值 为 ; 


= 0 (16) 








到 | os mx)dx = Cn) 


通过 利用 下 列 三 角 恒 等 式 可 得 到 包含 cos( 产 )eos( mx ) 的 项 的 值 : 


cos(x)eos( mr) = 到 ce(( + mm)z+ 半 coa(O -ms) (9) 
当 / 关 天 时 ,根据 式 (17) 可 得 ; 
of saiDes(ma) = 二 o| aa + ma)d 
+ 去 oa oa(O -四 可 =0+0=0 人 
当 六 = mm 时 ,积分 的 值 为 : 
ao cos(jz)eos(mz) 如 = mr (19) 
通过 利用 下 列 三 角 鲁 等 式 可 得 式 (15) 中 右边 包含 sin(ir)eoe( mx) 的 项 的 介 ， 
sim(p)cos(mz)= 寺 sin((7+ mx) + 二 sn(G- mx) (20) 
对 于 式 (20) 中 所 有 的 了 和 呈 有 ; 
间 smCm)eoslma)d = 瑟 6 sa + mm)z)d 本 
21 


+ 和 saw -moa -oro=a 
因此 ,根据 式 (16) (18)、(19) 和 (21) ,可 得 到 ; 
mas = Hz)eos(mmjac mm = 12 (22) 
所 以 欧 拉 公 式 (5) 成 立 。 同 理 可 证 欧 拉 公式 (6)。 
5.4.1 三 角 多 项 式 逼 近 
定义 5.4 (三 角 多 项 式 ) 具有 如 下 形式 的 级 数 ; 
re(z) = 许 + 六 (oemdm sin( 产 ) (3) 
称 为 M 阶 三 角 多 项 式 。 


定理 5.8 (离散 傅 里 时 级 数 ) 设 有 六 +1 个 点 | (区 , 力 ) 坟 ,其 中 力 = 扰 克 )，, 而 且 横 坐标 之 间 
等 距 , 即 ， 


二 = -x+ 和 0 (24) 
如 果 所 z) 的 周期 为 2x ,而 且 2M < N, 则 存在 式 (23) 的 三 角 多 项 式 Tr(s) 使 得 下 式 值 最 


小 : 
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立 (Ga - me) (25) 
多 项 式 的 系数 w 和 避 可 通过 如 下 公式 计算 ， 
本 妆 Na)eas(ja)， 了 = 0 (26) 
国 各 
忆 = 叶 阅 Kantz)， 了 = 12 (27) 


尽管 式 (26) 和 式 (27) 用 最 小 二 乘法 定义 ,它们 可 被 看 作 是 欧 拉 公 式 (5) 和 (6) 的 积分 的 数 
值 近似值 。 欧 拉 公 式 给 出 了 连续 函数 的 传 里 时 级 数 的 系数 ,而 式 (26) 和 式 (27) 给 出 了 对 数据 
点 集 进行 曲线 拟 合 的 三 角 多 项 式 系数 。 下 面 的 例子 根据 函数 /zx) + x/2 生成 数据 点 集 。 当 使 
用 更 多 的 数据 点 时 ,三 角 多 项 式 的 系数 更 接近 傅 里 时 级 数 的 系数 。 


例 5.15 根据 12 个 等 距 横 坐 标点 和 = -+ 用 有 6 天 = 1 2,…,12, 求 解 点 集 ; (如 ,7 扰 和 2 
(其 中 成 xz) = zx/2) 的 S 阶 三 角 多 项 式 逼 近 。 并 比较 使 用 60 个 点 和 360 个 点 的 结果 
情况 与 使 用 例 $.13 中 zx) 的 傅立叶 级 数 扩展 的 前 5 项 的 结果 情况 。 

由 于 周期 扩展 已 知 ,在 非 连 续 点 , 函 教 值 拖 z) 必须 利用 下 列 公 式 进 行 计算 : 
(rz)- 帮 rr )+Km 7) -xl2-r2_0 (28) 
2 


另 数 所 xz) 是 一 个 奇 函 数 ,因此 余弦 项 的 系数 为 骞 ( 即 对 于 所 有 的 有 =0)。5 阶 三 角 多 
须 式 只 包含 正弦 项 ,结合 式 (28) 和 式 (27) 可 得 ; 
85(x) = 0.9770486sin(x) - 04534498sin(2x) + 0.26179938sin(3x) 
一 0.1511499sin(4x) + 0.0701489sin(5x》 
8i(x) 的 图 形 如 图 5.20 所 示 。 


{《29) 








属 5.20 根据 位 于 y= x/2 上 的 12 个 数据 点 创建 的 $ 稻 三 角 多 项 式 矶 (2) 


当 精 入 点 增 至 60 个 和 360 个 时 ,5 阶 三 饼 多 项 式 的 系数 变化 很 小 。 当 数据 点 的 个 数 增加 
越 多 ,三 角 多 项 式 的 系数 越 接 近 (zx) 的 傅 里 叶 级 数 的 系数 。 结 果 的 比较 如 表 5.9 所 


示 。 
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于 5.9 比较 在 区 间 [ - mr,z] 内 的 函数 fr) = xy2 的 三 角 多 项 式 通 近 的 系数 


























王 角 多 项 式 的 系数 傅 里 叶 级 
12 个 点 后 个 点 360 个 点 数 的 系数 
bi 0.97704362 0.99908598 0.99997462 1.0 
b 一 0.45344984 一 0.49817096 一 0.49994923 -0.5 
节 0.26179939 0.33058726 0.33325718 0.33333333 
by 一 0.15114995 一 0.24633386 一 0.24989845 -0.25 
弛 0.07014893 0.19540972 0.19987306 0.2 
下 面 的 程序 构造 了 分 别 包含 M 阶 三 角 多 项 式 (23) 的 系数 和 的 矩阵 4 和 和 殖 阵 召 。 





程序 5.4 (三 角 多 项 式 ) 设 2M +1<AN, 根 据 N 个 等 距 的 横 坐 标 值 m = -六 +2mk/N 用 
=1,2,…,N, 构 造 W 阶 三 角 多 项 式 ,其 形式 为 ; 


P(z) = 旦 + (aceos( 产 ) + 和 sin( 产 )) 





function [R,B] = pcoefF(X,Y,M) 


&% Input -~ Xis avector of equally spaced abscissas in[ -pi,pi] 
多 -Yisawvector of ordinates 

名 - M is he degree of the trigoncmetric polynomial 
Output -~ is avector containing thbe coefficients of cosfjx) 
多 - B is a vector containing the coefficients of sin(jx) 


N= length(X) - 1; 
maxt = fix((N 一 1)/2)3 
f M > maxl 
M= Tiax]1; 
ena 
A= zercsf1,M+1) 
B= zercsft1,M+1)5 
Yends = (Y(1) +Y(CN+I))/23 
Y(1) = Yenas; 
Y(N+1) = Yends; 
Ra(1) = sun(Y); 
for 了 = 工 :M 
R(j+1)= cos(jxrX)xYs 
B(j+1)= sin(jJxX)xY' 
emnQG 
有 =2xRANi 
己 =2#BAN; 
0) = a(1)2; 


下 面 的 短程 序 计算 了 程序 5.4 的 1H 阶 三 角 多 项 式 P(x) 在 点 * 处 的 值 。 


function z= tp(R,B,XM) 

2Z=RC1)5 

for j= 1:M 
Z=z+aj+l)#ces(jxx)+B(j+l)xsin(jxx); 

end 


例如 ,在 MATLAB 命令 袖口 中 输入 下 面 的 命令 可 得 到 与 图 5.20 类 似 的 图 形 。 
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> >X= -Pi:.01:pi; 
> >Y= tp(R,B,x,M)Y 
> >Plot(x,y,XY，o") 


5.4.2 全 里 叶 级 数 和 三 角 多 项 式 的 练习 


练习 ! 到 练习 5 中 , 求 给 定 丽 数 的 博 里 时 级 数 表示 。 提示 : 参照 例 5.13 和 例 5.14 描述 的 过 程 。 
在 同一 坐标 系 画 出 每 个 函数 ,及 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 S:(x),S;(z),S4(z)( 如 图 5.19 所 示 )。 





工 +x -TSx<0 
一 1 -xc<x<0 2 
| 2. (zx) = 
1 O<x< 区 区 
互 一 x DO<x< 开 
一 1 至 <x<r 
0， -sxz<0 一 丈 
. = 4. =+4 1 二 开 互 
3. As) 世 0D<x<T 灵 ) 四 < 
-1， -<x< 本 
一 克 一 msx<- 了 
5. 几 x) = 5 -过 <x< 玉 
区 
开 一 和， 到 所 zx< 和 
6. 在 练习 1 中 , 设 * = r/2, 证 明 ; 
工 -1- 工 + 工 - 工 
序 =1 -本 + 三 -了 + 
7. 在 练习 2 中 , 设 x=0, 证 明 : 





8. 求解 在 一 个 周期 范围 的 区 间 - r<x < r 内 的 下期 本 数 /(*) = x2/4 的 傅 里 叶 余弦 级 
数 。 

9. 设 扎 *) 是 周期 函数 ,周期 为 2P, 即 对 所 有 的 *,FK(x +2P) = 所)。 通 过 适当 的 变换 ， 
证 明 函 数 .了 的 欧 拉 公 式 (5) 和 (6) 为 : 





a= 划 aoo( 识 Ju，7 = 42，… 
到 


1 w ，， ， 
5= 并 | asn( 吝 ja = 2 


在 练习 10 到 练习 12 中 ,根据 练习 9 的 结果 ,求解 给 定 函数 的 傅 里 叶 级 数 。 在 同一 坐标 
系 下 画 出 所 x) ,Se(x),SeCz)。 
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10.Ka=f 


。 使 用 修改 后 的 程序 3.4 求解 mi (x)。 其 中 : 


-1， -3<x<-1 
11. Fox) =41x1 -1<x<1l 


0， -2<xz<0 
上 1 1<x<3 


D<x<2 


.Kxz)= - 妇 +9，-3<x<3 
. 证 明定 理 5.6。 
. 证 明定 理 5.7。 


算法 和 程序 


使 用 程序 5.4, 并 且 有 12 个 横 坐 标点 ,参照 例 5.15 求解 根据 等 距 点 长 入 ,xs)) 此 ， 


的 5 阶 三 角 多 项 式 。 其 中 函数 大 x) 为 :( 可 练习 1, (b) 练 习 2,(c) 练 习 3,(d) 练 习 4。 
对 于 每 种 情况 ,在 则 一 坐标 系 下 画 出 岂 z), 85 (xz) 和 和 生态 生 ) 全 ，。 


， 第 一 次 使 用 60 个 等 距 数 据点 ,第 二 次 使 用 360 个 等 距 数 据点 ,用 程序 5.4 求 解 例 5.15 


中 (zx) 的 系数 。 


， 蓝 改 程序 5.4, 使 得 当 等 距 数据 点 位 于 区 间 [e,b] 时 ,可 以 用 它 求解 周期 为 2P=8 ~a 


的 三 角 多 项 式 。 





《a) 妃 *) 定 义 在 练习 10 中 ,有 12 个 等 距 的 数据 点 。 
(b) 厌 z) 定 义 在 练习 12 中 ,有 名 个 等 距 的 数据 点 。 
对 每 个 情况 ,在 同一 坐标 系 下 , 画 出 7;(*) 和 数据 点 集 。 


， 在 洛杉矶 郊区 1 月 8 日 的 温度 (华氏 温度 ) 如 表 5.10 所 示 , 采 用 24 小 时 制 。 


(a) 求 三 角 多 项 式 站 (xs)。 
《b) 在 局 一 坐标 系 下 , 画 出 图 7 (>) 和 24 个 数据 点 。 
《e) 使 用 本 地 的 温度 情况 重新 求解 问题 (a) 和 (b)。 


阿拉 斯 加 州 的 费 尔 班 克 斯 地 区 的 年 度 温度 (华氏 温 户 ) 如 表 5.11 所 示 。 一 共有 13 个 


等 臣 点 , 即 每 隔 28 天 采集 一 次 。 
《a) 求解 三 角 多 项 式 795(x)。 
(b) 在 同一 坐标 系 下 , 画 出 图 ?5(*) 和 13 个 数据 点 。 











表 5.10 问题 5 的 数据 表 5.11 问题 6 的 数据 
时 间 温 度 时 间 温 度 日 期 平均 温度 
1 邱 上 号 1 月 一 14 
2 的 2 副 1 月 -9 
3 三 3 琵 2 月 2 
4 研 4 38 3 月 生 
了 史 3 了 结 了 2 
了 史 5 了 6 月 如 
7 了 
7 月 例 
8 6 8 5 8 月 的 
9 60 9 0 9 月 允 
1 名 1 的 10 再 4 
耻 允 1 67 11 月 12 
午夜 名 正午 色 12 月 -了 
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数值 导数 的 公式 对 开发 求解 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 边 值 问题 的 算法 很 重要 (可 参见 第 
9 章 和 第 10 章 )。 数 值 微分 的 例子 通常 采用 已 知 的 本 数 ,这 样 数值 近似 值 可 以 与 精确 解 进行 
比较 。 为 了 说 明 问 题 ,这 里 采用 贝 塞 耳 ( Bessel) 酌 数 下 (xz) , 它 的 值 列表 可 在 标准 参考 资料 中 找 
到 。 在 区 间 [0,7] 内 的 8 个 等 距 点 为 (0,0.0000), (1,0.4400), (2,0.5767), (3,3391)，(4， 
一 0.0660) ,(5, - 0.3276),(6, -0.2767),(7, - 0.004)。 它 所 基于 的 原理 是 插值 多 项 式 的 微 
分 。 考 虑 对 由 '(2) 的 求解 。 揪 值 多 项 式 pm (>) = - 0.0710 + 0.6982x - 0.1872x2 经 过 点 (1， 
0.4400),(2,0.5767),(3,0.3391) ,而 且 可 用 它 求 出 (万 (2)= 有 "(2) = -0.0505)。 二 次 多 项 式 
PCxz) 和 它 在 点 (2, 败 (2)) 的 切线 如 图 6.1(a) 所 示 。 如 果 使 用 5 个 插值 点 ,可 得 到 更 好 的 近似 
值 。 多 项 式 pe(x) =0.4986x +0.01122 - 0.0813x? + 0.0116x* 经 过 点 (0,0.0000),(1,0.4400)， 
(2,0.5767) ,(3,0.3391) ,(4,- 0.0660) ,并 可 用 它 求 出 厂 '(2) = mi (2) = -0.0618。 四 次 多 项 
式 m(z) 和 它 在 点 (2, 六 (2)) 的 切线 如 图 6.1(b) 所 示 。 这 个 导数 的 真实 值 为 7 (2) = 
-0.0645,pxz(z) 和 ps(x) 的 误差 分 别 为 -0.0140 和 - 0.0026。 本 章 将 主要 介绍 数值 微分 精确 
性 的 相关 理论 。 
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图 6.1 《a)pa(z) 在 点 (2,0.5767) 处 的 切线 ,斜率 为 ma"(2) = -0.0505 
《b)ps(z) 在 点 (2,0.5767) 处 的 切线 ,斜率 为 ps(2) = -0.0618 


6.1 导数 的 近似 值 


6.1.1 差 商 的 极限 
现在 研究 求解 函数 扎 z) 的 导数 近似 值 的 过 程 ,PCx) 的 导数 可 表示 为 : 
7(= 因 全 旬 = 有 本 (0 
处 理 过 程 非常 直接 ,首先 选择 一 个 序列 | 广 上 使 得 专 一 0, 然 后 计算 序列 的 极限 ， 


已 -At-A ta 四 
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读者 可 能 注意 到 上 式 只 计算 了 序列 (2) 中 有 限 的 项 书 , 记 ,…, 记 ,而 且 采 用 Pr 作为 答案 。 
这 带 来 一 些 问题 , 即 为 什么 要 计算 玉 ,PP ,…,Dw-1? 选择 怎样 的 jw ,使 得 蕊 是 导数 广 (x) 较 好 
的 近似 值 ? 为 了 回答 这 些 问 题 ,首先 看 下 面 的 例子 ,可 以 发 现 并 没有 简单 的 解决 方法 。 

例如 , 设 有 函数 护 x) = e ,并 使 用 步 长 产 = 1,12,14 分 别 构造 位 于 (0,1) 和 (六 ,FA)) 之 间 
点 的 制 线 。 当 天 足够 小 时 , 割 线 接近 于 对 应 的 切线 ,如 图 6.2 所 示 。 尽 管 图 6.2 给 出 了 (1) 中 
处 理 过 程 的 可 视 化 表示 ,但 要 用 疡 = 0.00001 才能 得 到 可 接受 到 的 答案 ,采用 这 个 天 值 , 图 中 的 
切线 和 割 线 将 无 法 区 分 。 











图 6.2 y= er 的 多 个 割 线 


表 6.1 求解 B = (1e“% - ej/hx 的 交 商 











辐 及 =71+R) | 乓 -。e 疡 = 人 所- 有 
=0.1 3.004166024 0.285884196 2.858841960 
和 =0.01 2.745601015 0.027319187 2.731918700 
如 =0.001 2,721001470 0.002719642 2.719642000 
和 =0.0001 2.718553670 0.000271842 2.718420000 
1 = 0.00001 2.718309011 0.000027183 2.718300000 
=10- 2_.718284547 0.000002719 2.719000000 
和 =10-7 2.718282100 0.000000272 2.720000000 
和 =10 2.718281856 0.0000000p8 2.800000000 
be=10-9 2.718281831 0.000000003， 3.000000000 
=10-m 2.718281828 0.000000000 0.000000000 





例 6.1 设 几 zx)=e 且 xs=1。 使 用 步 长 如 =10- 尖 = 本 2,…,10 计 算 差 商 玉 。 精 度 为 小 才 
点 后 9 位 。 


计算 玉 所 需 的 值 F1E+ 柬 ) 和 (FE+ 融 )- 71D))7/ 如 表 6.1 所 示 。 

最 大 值 六 = 0.1 不 能 得 到 好 的 近似 值 站 ~-. 广 (1) ,因为 步 长 六 太 大 ,使 得 两 点 分 割 太 远 , 差 
商 是 经 过 这 两 点 的 割 线 的 斜率 ,不 能 很 好 地 近似 切线 。 当 以 小 数 点 后 9 位 的 精度 计算 公式 
(2) 时 ,根据 ie 可 得 芒 =3, 而 根据 1io 可 得 Die =0。 如 果 到 太 小 , 则 成 + 夭 ) 和 护 x) 的 值 
将 非常 接近 。 松 据 差 值 fx + 本 ) ~ Xx) 可 希 出 由 于 二 者 太 接近 ,使 得 精度 损失 。 什 1- 
10-9 太 小 ,使 得 Kxz+pio) 和 Kx) 的 值 捐 同 ， 因此 计算 差 商 为 枯 。 在 例 6.1 中 ,极限 的 算术 
值 为 (ID 一 2.718281828。 根 据 hs = 10-5 可 得 到 最 佳 近 似 值 站 ,= 2.7183。 

便 6.1 星 示 出 不 容易 求 出 式 (2) 中 极限 的 数值 近似 解 。 序 列 在 D 时 最 接近 真实 值 , 扼 后 
逐渐 偏 亢 e。 在 程序 6.1 中 , 当 1Du,， - Dv12>1Dw - Dw ,1 时 , 才 停 耻 进 一 步 计算 序列 
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1 Deji 中 的 项 。 这 用 来 确定 在 项 久 离 极限 前 的 最 佳 近似 慎 。 当 将 这 个 判定 条 件 用 于 例 6.1 
时 ,可 得 0.0007=1De- 玉 1>1ps- 芒 1=0.00012, 因 此 答案 是 D,。 下 面 将 研究 如 何 根 
据 较 大 的 上 值 , 得 到 合理 精度 的 近似 值 的 公式 。 
6.1.2 中 心 差分 公式 
如 果 函 数 态 x) 在 点 x 的 左边 和 右边 的 值 可 计算 , 则 最 佳 二 点 公式 包含 x 两 边 的 两 个 对 称 
的 横 坐 标 。 
定理 6.1{( 精 度 为 O( 丰 ) 的 中 心 差分 公式 ) 设 .JE C[a,b], 且 -Rixsx+ 天 E[a,b], 刚 : 


(gw 人 2 全 Ra 一 册 (3) 
而 且 存 在 数 。= ce(x)E [a, 7, 注 中 : 
0 = 帮 2 于 后 且 ， Ba 人 有 (4) 


其 中 ， 
Bf 有 = -人 -op) 
项 BA 全 称 为 坑 断 误差 。 


证 明 , 设 关于 x 的 二 阶 泰 勒 展开 表达 式 为 Kx) = Pa(z)+ 本 (xz), 则 7x+ 有 和 成 z 一 用 ) 
的 泰勒 展开 式 为 : 


2) 2 3) 3 

Ha 月 AtPCOi+ 瑟 铺 丰 大 全 证 (9) 
和 : 

好 引 卫 

Ac 月 -7 -0Oi+ 三 全 芋 - 挛 6 年 《g) 
式 (5) 减 去 式 (6) 可 得 : 
3) 3) 3 

Ar 有 -Hz 月 -2101 CD 人) 罗 (7) 


由 于 Je(z) 是 连续 的 ,所 以 根据 中 值 定理 可 找到 一 个 值 ,满足 ， 
Ac 世人 =jo(o) 
将 它 代 人 式 (7) ,并 重新 调整 项 可 得 : 
DAN 站 _AG 生 Go 
式 (9) 中 右边 第 一 项 是 中 心 差分 公式 (3) ,第 二 项 是 截断 误差 。 定 理 得 证 。 


假设 三 阶 导 数 . 疡 (e) 的 值 变化 不 快 , 则 式 (4) 中 的 截断 误差 以 与 妃 同样 的 方式 趋 近 于 
零 , 表 示 为 0( 尼 )。 当 用 计算 机 进行 计算 时 ,不 宜 将 产 选 得 太 小 。 为 此 ,如 果 求 解 jx) 近 做 
值 的 公式 具有 精度 为 O( 避 ) 的 截断 误差 项 , 则 对 于 计算 机 计算 很 有 用 。 


定理 6.2( 精 度 为 O{ 如 ) 的 中 心头 分 公式 ) 设 FE Cs[a,], 且 z 21，x 一 丙 , 和 和 用 十 2 
所 [a,b], 则 : 


《8) 
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Jr(z)= 二 at2h)+8Cst+ 有 8 名 二 As 3) Go0) 
而 且 存在 数 。= c(x)E[a,5] ,满足 : 
(= 一 所 zx 十 2 二 8 + 及 SR 二 肌 + 大 xz 一 27) + ( 记 ) (1D 





其 中 
3) 
Re 人 = = Oo) 


证 明 , 设 关于 x 的 四 阶 泰 勘 展 开 式 为 几 z) = Pi(x)+ 术 (z), 则 7 疙 sc+j) 和 xs -天 ?的 泰 
惑 展开 式 为 : 


3 3 5) 5 
As 有 -Ha 有 -2742 人 在: 生生 (D) 
然后 使 用 步 长 2b 代替 h, 可 得 到 如 下 近似 值 ; 
3 3) 王 
Haty2 有 -Ke -26)=47(8+1EP 人) 且 的 0 (3) 


式 (12) 中 的 项 委 以 8 并 减 去 式 (13) ,可 消去 包含 (2*) 的 项 ,表示 为 : 
一 大 x+28)+8Fx+ 上 ) 一 Fr 一 大 )+Fz 一 25) 
-11 GD 隐 Ce) 和 光 (4) 
如 果 7 (x) 的 符号 只 是 正 或 负 , 而 且 它 的 值 变化 不 快 , 则 可 在 区 间 [ xz - 2 天 ,xz + 2 及 ] 内 找 
到 一 个 值 ,满足 : 





16H9 (e) -4/2 (oa) = -48 人 ec) (15) 
将 式 (15) 代 人 式 (14) ,结果 为 ,六 (zx) ,表示 为 : 
六 (mJ= 二 Kx+28)+8FCx+ 多 8- 下)+zx 一 25) + 6) 


式 (16) 右 边 的 第 一 项 是 中 心 差分 公式 (10) ,第 二 项 是 截断 误差 。 定 理 得 证 。 
设 UA (co)1 对 于 eE[e, 菇 是 有 界 的 , 则 式 (11) 中 的 截断 误差 以 与 ia 相同 的 方式 趋 近 于 
零 ,表示 为 D( 久 )。 现 在 比较 式 (3) 和 式 (10)。 设 F(*) 有 5 阶 连 续 导数 ,而 且 1JA2 (e)1 和 
LA (e)1 基 本 相同 , 则 4 阶 公式 (10) 的 截断 误差 为 (入 ) ,2 阶 公式 (3) 的 截断 误差 为 O( 尼 ), 所 
以 式 (10) 的 截断 误差 比 式 (3) 的 截断 误差 更 快 地 趋 近 于 零 。 这 样 在 式 (10) 中 可 使 用 更 大 的 步 长 。 
例 6.2 设 Fxz)=oos(xz)。 
(a) 利用 式 (3) 和 式 (10), 步 长 分 别 为 声 = 0.1;0.01,0.001,0.0001, 计 算 F(0.8) 的 近 
似 值 。 精 度 为 小 数 点 后 9 位 。 
(b) 与 真实 值 F"(0.8) = -sin(0.8) 进 行 比较 。 
《a) 设 h=0.01, 根 据 式 (3), 可 得 : 
(0.8)= 太 0.3D =- 70.79) 、0.689498433 -0.703845316 
“ 0.02 一 





-0.717344150 
设 h= 0.01, 根 据 式 (10), 可 得 : 

， KG.82)+8F0.81) -8F(0.79) + F(0.78) 

0.8)=2 站 记 寺 4/ 
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一 0.682221207 + 8(0.689498433) - 8(0.703845316) + 0.710913538 
一 0. 和 2 








-0.717356108 
表 6.2 ”根据 式 {3) 和 式 {10) 得 到 的 数值 微分 
步 长 式 (3) 的 近似 值 式 (3) 的 误差 式 (10) 的 近似 值 式 (10) 的 误 莹 
0.1 一 0.716161095 一 0.001194996 一 0.717353703 -0.000002389 
0.01 一 0.77344150 一 0.00001194] 一 0.717356108 0.000000017 
0.001 一 0.717356000 一 0.000000091 一 0.717356167 0.000000076 
0.0001L 一 0.717360000 一 0.000003909 一 0.717360833 0.000004742 





























(b) 式 (3) 和 式 (10) 的 近似 值 误 差分 别 为 - 0.000011941 和 0.000000017。 在 本 例 中 ,当下 = 
0.01 时 , 式 (10) 给 出 的 产 (0.8) 的 近似 值 比 式 (3) 给 出 的 要 好 。 通 过 对 本 例 的 误差 分 析 ， 
可 以 得 出 上 面 的 结论 。 其 他 的 计算 如 表 6.2 所 示 。 


6.1.3 误差 分 析 和 优化 步 长 


关于 数值 微分 的 一 个 重要 课题 是 研究 计算 机 的 伟人 误差 。 下 面 将 对 此 进行 更 深入 的 分 
析 。 假 设 使 用 计算 机 进行 数值 计算 ,而 且 有 : 
所 和-j)=7-i+e- 和 大 zeo+ 有 = 力 二 el 
其 中 抱 zo -加 和 大 za+ 及 ) 是 数值 > 和? 的 近似 值 ,e ,和 e) 分 别 是 相关 的 伟人 误差 。 下 
面 的 结论 说 明了 数值 微分 中 误差 分 析 的 复杂 性 。 


推论 6.1(a) 设 函 妆 了 满足 定理 6.1 中 的 假设 ,并 利用 计算 公式 : 











(= 时 5 G7) 
误差 分 析 可 通过 如 下 的 方程 进行 解释 ; 
(xo) = 全 5 + 有 (18) 


其 中 : 





吾 ( 六 户 ) = 下 (天 ) + 加 ae( 户 访 ) 


= -ta) (019) 


2 
这 里 的 总 误差 顶 B(/ 刀 是 法人 误差 与 截断 误差 的 和 。 
推论 6.1(b) 设 函数 /满足 定理 6.1 的 假设 , 且 进 行 数 信 计 算 。 如 果 !。j1<e,1e1se 且 
= maxoss<ifLF2(z)i] , 则 ; 
IT< 和 + 玖 C0) 
式 (20) 右 边 最 小 时 的 二 值 为 ; 
， 估 on 
当天 较 小 时 , 式 (19) 中 包含 (ee - 。-，)128 的 部 分 相对 较 大 。 在 例 6.2 中 , 当 用 = 0.0001 
时 , 就 会 础 到 这 各 情况。 会 人 误差 为 ， 
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0.8001) = 0.696634970+ e。 ， = -0.0000000003 

(0.7999) = 0.696778442 + e ， ， 。_, 0.0000000005 
截断 误差 为 ; 

二 (00.00D7 (到 人 0- 允 ] -0.000000001 


式 (19) 中 的 误差 项 已 (上 ) 为 : 


(站 = 二 00000000008 计 9 0000000005 -0.000000001 


= -0.000004001 
实际 上 , 当 疡 =0.0001 时 的 导数 数值 近似 值 可 用 下 式 计算 : 
(0.8) -AL0.800D - 70.7999) - 0.696634970 - 0.696778442 
的 0.0002 一 0.0002 








= -0.717360000 
显然 少 了 4 位 有 效 数 字 。 误 差 是 -0.000003909 ,接近 预计 的 误差 - 0.000004001 。 

当 将 式 (21) 用 于 例 6.2 时 ,可 用 边界 lsin(x)i<1= 开 和 值 s=0.5x 10-" 计 算 伟人 误差 。 
天 的 优化 值 为 产 = (1.5 x 10-?11)2 = 0.001144714。 步 长 关 = 0.001 时 最 接近 于 优化 值 
0.001144714, 而 且 在 包含 式 (3) 的 4 个 选项 中 , 它 给 出 了 .AP(0.8) 的 最 佳 近似 值 ( 如 表 6.2 和 图 
6.3 所 示 )。 


对 式 (10) 的 误差 分 析 和 上 面 的 类 似 。 设 用 计算 机 进行 数值 计算 ,并 有 函数 F(zo + 态 ) = 


稚 +eko 
误差 界 
4X10 
2X10 
太 


0002 0.004 


图 6.3 将 式 (21) 用 于 例 6.2 中 的 . 扩 x) = coa(z) 
时 ,最 佳 步 长 为 关 = 0.001144714 


引 理 6.2(aj 设 函 数 /满足 定理 6.2 中 的 假设 ,使 用 计算 公式 : 


(my 二 了 022) 
误差 分 析 可 用 下 列 方程 进行 解释 : 
Ci) = 二 各 二 2 有 二 -34 到 (六 肌 ) (23) 
其 中 : 


吾 (F 帮 ) = 瑟 waf 下 ) + 瑟 se( 大 下) 
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一 et8el-8ei+e: 有 fo(c) 
= TI “机 《24) 


这 里 的 总 误差 项 BA) 是 伟人 误差 与 截断 误差 的 和 。 


引 理 6.2{b) 设 函 数 f 满 足 定理 6.2 的 假设 , 且 进 行 数值 计算 。 如 果 iet1 se 上 拷 = maxse:a 
{fLA2(z)1}, 则 : 





IDIs 基 + 败 (25) 
式 (25) 最 小 时 的 寻 为: 
4={( 窟 ) Cg 


当 将 式 (25) 用 于 例 6.2 时 ,可 用 边界 LA2(z)1<lsin(x)1<s1= 戏 和 值 e=0.5x10-* 计 算 
伟人 误差 。 的 优化 值 为 上 = (22.5x 10-"/14)% = 0.022388475。 步 长 关 = 0.01 时 最 接近 优化 值 
0.022388475 ,而 且 在 包含 式 (10) 的 4 个 选项 中 ,给 出 了 (0.8) 的 最 佳 近似 值 ( 如 表 6.2 和 图 
6.4 所 示 )。 


太 
002 004 0.06 


图 6.4 将 式 (26) 用 于 例 6.2 中 的 所 z) = eos(x) 
时 ,最 佳 步 长 为 h= 0.022388475 


通过 另 一 种 推导 也 可 得 到 数值 微分 公式 , 即 对 插值 多 项 式 进行 微分 。 例 如 ,经 过 点 (0.7， 
oos(0.7)),(0.8,cos(0.8)),(0.9,cos(0.9)) 的 2 次 多 项 式 pa(x) 的 拉 格 朗 日 表达 式 为 : 
Pa(z) = 38.2421094(x -0.8)(x -0.9) - 69.6706709(z -0.7)(x -0.9) 
+31.0804984(x -0.7)(z -0.8)》 
将 它 展开 可 得 ， 
Pa(x) = 1.046875165 - 0.159260044x - 0.348063157x2 
通过 类 似 的 计算 可 得 到 经 过 点 (0.6, cos(0.6)),(0.7,eos(0.7)),(0.8, cos(0.8)),(0.9， 
cos(0.9)) ,1.0,cos(1.0)) 的 4 次 多 项 式 pe(x): 
Pi(x) = 0.998452927 + 0.009638391x - 0.523291341x2 
+0.026521229x3 + 0.028981100x* 
对 这 些 多 项 式 进行 微分 ,可 得 Pa:(0.8) = - 0.716161095 和 户 ,(0.8) = - 0.717353703 ,与 
表 6.2 中 h= 0.1 下 面 的 值 相 符 。p(x) 和 Ps(z) 以 及 它们 在 点 (0.8,coa(0.8) ) 的 切线 分 别 如 图 
6.5(a 和 图 6.5(b) 所 示 。 
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es -10 reos 
0 四 





图 6.5 (a) y = cos(z) 和 用 来 计算 六 (0.8) = Ps:(0.8) = - 0.716161095 的 插值 多 项 式 mm (x) 的 图 形 
(《b) y = eos(xz) 和 用 于 计算 产 (0.8) = Ps(0.8) = - 0.717353703 的 插值 多 项 式 Ps (x) 的 图 形 
6.1.4 Richardson 外 推 法 


这 一 节 将 重点 研究 式 (3) 与 式 (10) 之 间 的 关系 。 设 乒 = F(x) = A(xo + 厌 ), 且 用 
Do(8) 和 Do(25) 分 别 表示 以 二 和 2 为 步 长 ,根据 式 (3) 得 到 的 A"(xo ?的 近似 值 , 才 示 为 : 


(xDo( 有 + CN (27)》 
和 ; 
(mo) 一 DC +4CM (28) 
如 果 对 式 (27) 冬 以 4, 并 减 去 式 (28), 风 可 消去 包含 C 的 项 ,结果 为: 
3f"(a)=4Du( 有 一 本 G 有 =4 人 -有 术 (29) 


对 式 (29) 进 一 步 求解 六 (xo) ,可 得 ， 


rm-4DD Da - -865 人 at 0 


式 (30) 中 最 后 一 个 表达 式 是 中 心 差分 公式 (10)。 
例 6.3 设 扩 xs)=cos(z)。 户 =0.01 并 利用 式 (27) 和 式 {28), 说 明 式 (30) 中 的 线性 组 合 (4 ( 太 ) 
- Do(285))13 如 何 用 来 求 出 式 ({10) 给 出 的 .A(0.8) 的 近似 值 。 精 度 为 小 数 点 后 9 位 。 


严 =0.01 并 利用 式 (27) 和 式 (28) 可 得 : 


0. 外 认 。 79) 、0.689498433 -0.703845316 
Do(j)= 洒 02 


= -0.717344150 











和 ; 
CO. 2 说 2 78) _ 0.682221207 ~- 0.710913538 
Dof(25) = C04 
< 一 0.717308275 
式 (30) 中 的 线性 组 合 为 ; 





Fr(00.8) 4De( 生 了 PC28) 4( -0707344150) (=-0.717308275) 


< -0.717356108 
这 与 例 6.2 中 的 直接 用 式 (10) 得 到 的 ,AP(0.8) 的 近似 值 棚 同 。 
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这 种 从 低 阶 公式 中 推导 出 求解 A" ( xo) 高 阶 导 数 的 方法 称 为 外 推 法 。 相 关 的 证 明 要 求 式 
(3) 的 误差 项 可 扩展 为 一 个 包含 h 的 侦 次 寡 的 序列 。 这 里 已 经 看 到 了 如 何 使 用 步 长 上 和 2 天 
消去 包含 下 的 项 。 为 了 说 明 如 何 消去 天 , 用 琅 (下 和 Di(28) 分 别 表示 使 用 步 长 和 2 天 , 根 
据 公式 (16) 得 到 的 精度 为 , 广 (xo) 的 O( 玉 ?的 近似 值 。 则 近似 值 可 表示 为 : 


(xzo) = 二 3 二 2 DOD+ Clt (31) 








和 : 





(Co = 人 5 人 -+ JI 名 记 (人 m(2 160 (32) 

设 /(x) 只 为 正 或 负 值 ,而 且 变 化 不 快 , 则 可 用 假设 Fa (es ) < Fo (es) 来 消去 式 (30) 和 式 (32) 
中 的 入 ,结果 为 ; 

(xzo) 

下 面 的 结论 播 述 了 提高 计算 精度 的 一 般 形 式 。 


定理 6.3(Richardson 外 推 ) 设 族 (各 ) 的 两 个 精度 为 O(P2t) 的 近似 值 分 别 为 六 (下 ) 和 
-《25) ,而 且 它们 满足 : 


16 呈 ( 妈 ) - Di(2) 
~ 一 (33)》 





(0) = 下 -+ cp 二 ea 二 《34)》 
和 ， 
(ao) = 丙 -1(2 再 ) 二 45 天 下 二 41eaR2te2 十 《35) 
这 样 可 得 到 改进 的 近似 值 表 达 式 : 


(0D+00n -全 -22 ，othea 0 

下 面 的 程序 实现 了 精度 为 0( 妇 ) 的 中 心 差分 公式 , 即 式 (3), 可 得 到 方程 在 给 定点 的 导数 
近 伺 值 。 在 生成 的 近似 值 序列 { Di, } 中 ,有 ;的 中 心 区 间 是 及 的 中 心 区 间 的 十 分 之 一 。 输 出 
为 短 阵 = [HD'E'] ,其 中 是 包 合 步 长 的 向 量 ,D 是 包含 导数 近 做 值 得 向 量 ,是 包含 误 关 
边界 的 向 量 。 注 意 :函数 了 作为 字符 帅 输 入 , 即 ' 记 。 

















程序 6. 1( 使 用 极限 的 微分 求解 ) 计算 六 (z) 的 近似 值 ,生成 序列 ; 
， -Kxz+l0 人) -xz-l0t) 
太 (= 玉 = 夺 让 可 0 全 下 一 0 


当 ! 有 -也 1>1D, -也 - 或 1D -已 .1< 多 许 误差 时 停止 计算 。 后 一 个 不 等 式 
用 来 求 最 佳 近似 值 六 (z)=~ 已 








function [L,n] = difflim(f,x,toler) 


多 InPuE -ff is the function input as a string "ff 
多 习 is the differentiation point 

千 -olier ie the tolerance for the error 

4 Dutput-L= [H"D"E?]: 

多 is the vectcr of step sizes 
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多 D is the vector of approximate derivatives 
多 E ie the vector of error bounds 
多 -mn is the coordinate of -he “best apprOximaticny” 


maxl = 153 
Ph=1li 
HL) = hy 
D(1) =(feval(f,x+h) - feval(f,x-bh))/(2xh); 
E(I) = 0; 
R(L)= 0 
for n=1:2 
h= hy10i 
H(Cn+I) = hy 
D(n+1) ={(feval(f,x+a)- feval(f,x-h))y(2xh); 
ECn+1) = abs(Dtn+1)-Dn)); 
Rn+1i)》=2xBEn+1l)x(abs(D(n+1))+abs(D(n))+eps)i 
eng 
mn=2; 
while((E(a) > ECn+1))&(R(n) > toler))&n<maxl 
Ph= hioi 
H(n+ 2)= hi 
D(n+ 2)》 =(feval(f,x+h) - feval(f,x-h(2xb)i 
E(n+2) = abs(D(n+2)-DOn+1))3 
Rn+2)=2#Bn+2)#f(abs(D(n+2))+abs(D(n+1))+eps)i 
men+1i 
ena 


工 = lengthftD) 一 1; 
L=[HD'E']; 
程序 6.2 实现 了 定理 6.3( Richardson 外 推 )。 需 要 注意 的 是 , 行 j 中 的 元 素 表达 式 在 数学 
上 等 价 于 式 (36)。 


程序 6.2 (利用 外 推 法 的 微分 求解 ) 求解 P"(x ) 的 数值 解 ,构造 包含 近似 值 妨 (六 上 ， 丰 < 
7 的 表 ,并 将 .AP(x) = D(n,m) 作 为 最 终 答案 。 近 似 值 了 (7 下) 存放 在 下 三 角 和 矩 阵 中 。 第 一 
列 是 : 











DO -区 2 二- 








天 和 
行 7 了 的 元 素 为 ; 
DUO 有 =DOED+DGE-D-DU-LE-D， 1<8< 


本 -1 





funcrion [Derr,relerr,n]= diffext(ft,xvdelta,toler) 


% ITnput -is the function input as aa string "ff 


名 -Gelta is the rolerance for the error 

多 -toler is the tolerance for the relative error 
% Output - D is the matrix of approximate derivatives 

色 - erz TS Che error bound 

多 - relert is the relative error bound 


香 -mis the coorainate of the“ best apPpTrOximation' 
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6.1. 


an 


erT=1; 
TelerI=1; 
=13 


=l1; 
DEL,1) =《〈feval(f,X+D) - feval(f,x-h))X2xD) 


while relerr>toler & err> delta&j<12 
=h/2; 
D(j+ 1,1) =(feval(f,x+h) - fevalft,x- ha2xh)i 
for kx=1: 

D(j+1,k+1)=D(j+1lk)+(Dp(+l,k)-Djyk))Cdsk) -1); 

end 
err = abs(D(j+1,j+1)-D0, 本) 
relerr =2x err(abs(D(j+1,j+1))+abs(D(j,j))+ eps)i 
了 = 了 于 +13 

end 

[nn] = size(D); 


导数 近似 值 的 练习 


， 设 几 sx) =sin(x),x 用 弧度 表示 。 


(a) 步 长 分 别 为 天 =0.1, 疡 =0.01, 天 =0.001, 利 用 式 (3) 计 算 A(0.8) 的 近似 值 。 精 度 
为 小 数 点 后 8 位 或 9 位 。 
《b) 与 值 . 族 (0.8) = cos(0.8) 进 行 比较 。 
《e) 计算 截断 误差 (4) 的 边界 。 对 所 有 情况 使 用 : 
Je)1 seos(0.7) 一 0.764842187 


. 设 Fxz)=e。 


《a) 步 长 分 别 为 天 =0.1, 产 =0.01, 大 = 0.001, 利 用 式 (3) 计 算 关 (2.3) 的 近似 值 。 精 度 
为 小 数 点 后 8 位 或 9 位 。 
(Pb) 与 值 天 (2.3) = e? 进 行 比较 。 
《e) 计算 裁 断 误差 (4) 的 边界 。 对 所 有 情况 使 用 : 
ae)1s ee 一 11.02317638 


. 设 拨 zx)=sin(x),x 用 弧度 表示 。 


(a) 步 长 分 别 为 关 =0.1 和 靖 =0.01, 利 用 式 (10) 计 算 疡 (0.8) 的 近似 值 ,并 与 普 (0.8) = 
ceos(0.8) 进 行 比较 。 
(b) 利用 式 (29) 中 的 外 推 公式 计算 (a) 中 产 (0.8) 的 近似 值 。 
(e) 计算 截断 误差 (11) 的 边界 。 对 所 有 情况 使 用 ， 
LA (Co)Tsoeos(0.6) =0.825335615 





. 设 /x)=eo 


(Ca) 步 长 分 别 为 训 = 0.1 和 五 =0.01, 利 用 式 (10) 计 算 广 (2.3) 的 近似 值 ,并 与 F(2.3) = 
e2” 进 行 比 较 。 
(b) 利用 式 (29) 中 的 外 推 公式 计算 (a) 中 疡 (2.3) 的 近似 值 。 
《ce) 计算 截断 误差 式 (11) 的 边界 。 对 所 有 情况 使 用 ， 
LRC)1se512.18249396 


， 比较 数值 微分 公式 (3) 和 (10)。 设 /xz) = 双 , 求 解 疡 (2) 的 近似 值 。 
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《a) 疡 =0.05, 利 用 式 (3)。 
(b) 户 = 0.05, 利 用 式 (10)。 
(e) 计算 截断 误 善 式 (4) 和 式 (11) 的 边界 。 


- (〈a) 根据 素 勤 定理 证 明 ， 


Hz+ 同 = +f(a+ CO -ac 


(b) 根据 (a) 的 结论 ,证明 式 (2) 中 的 差 商 的 误差 精度 为 O(P) = - Ma (c)/2。 
(e) 为 何 式 (3? 优 于 式 (2)? 


。 偏 微分 公式 。 扰 xz,y) 关 于 zx 的 偏 导 广 (*,y) 可 通过 固定 y 并 对 zx 求 导 得 到 。 同 理 ， 




















所 zy7) 关 于 y 的 仿 导 广 (*,y) 可 通过 固定 * 并 对 7 求 导 得 到 。 修 改 式 (3) 可 得 到 偏 导 
表达 式 ， 


大 (ss 门 = 《x+ 五 ， 计 Cx 一 大， 4， 00) 
(co= 攻 27 二 间 二 7 划 +O(P) 人 


(Ca) 设 As7) = 5/(z+y)。 步 长 分 别 为 天 = 0.1,0.01 和 0.001, 用 (iD 中 的 公式 , 计 
算 太 (2,3) 和 万 (2,3) 的 近似 值 。 与 通过 对 7 *,y) 求 仿 导 得 到 的 值 进行 比较 。 

(b) 设 *= 扎 xz,7) = arctan(y/x),z 用 弧度 表示 。 步 长 分 别 为 关 = 0.1,0.01,0.001。 用 

(0 中 的 公式 计算 上 (3,4) 和 上 万 (3,4) 的 近似 值 。 与 通过 对 F(x,y ) 进 行 偏 导 后 得 到 的 

结果 进行 比较 。 


。 补充 说 明 根据 式 (31) 和 式 (32) 得 到 式 (33) 的 细节 。 
- (〈a) 证 明 式 (21) 是 使 式 (20) 的 右边 最 小 化 的 天 值 。 


人) 证 明 式 (26) 是 使 式 (25) 的 右边 最 小 化 的 五 值 。 


- 电压 值 马 = B( 二 满足 关 系 式 已 ()= 二 ( 必 / 由 ) + 展 ( 划 ,其 中 员 是 电阻 ,已 是 电感 。 设 





工 =0.05, 尽 =2, 而 且 只 切 的 值 如 下 表 所 示 : 
TD 











1.0 | 8.2277 
了 了 7.2428 
1.2 | 5.9908 
1.3 4.5260 





1.4 2.9122 


(a) 通过 数值 微分 , 求 忆 (1.2) ,并 用 它 计 算 互 (1.2)。 
《b) 比较 计算 结果 和 Ki) = 10e “sin(24)。 





:一 个 物体 的 运动 距离 呈 = D(6) 如 下 表 所 示 ; 





昌 了 (5 
350 053 
9.0 | 21.40 
10.0 | 25.752 
1.0 | 30.301 
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《a) 通过 数值 微分 求 速率 YL10)。 
(b) 比较 计算 结果 和 D(D) = -70+78+70e 0。 
12. 设 /xs) 如 下 表 所 示 。 固 有 的 伟人 误差 的 范 园 为 lex1<5x 10…。 在 计算 中 使 用 含 人 值 ; 





xz) = eos(x] 
1.100 0.45360 
1.190 0.37166 
1.199 0.36329 
1.200 0.36236 
1.201 ,36143 
二 210 0.35302 
1.300 0.26730 





《a) 占 =0.1， 


上 =0.01, 天 = 0.001, 用 式 (17) 求 解放 (1.2) 的 近似 值 。 


(b) 比较 计算 结果 入 (1.2) = - sin(1.2) = -0.93204。 























《c) 针对 (a) 中 的 三 种 情况 求解 (19) 中 的 总 误差 界 。 
13. 设 大 zx) 如 下 表 所 示 。 固 有 的 含 人 误差 范围 为 ee1<5x 10…“。 在 计算 中 使 用 含 人 值 ， 
开 Rs)=ln(z) 
2.900 105471 
2.990 1.09527 
2.999 1.09828 
3.000 1.09861 
3.001 1.09895 
3.010 1.10194 
3.100 1.13140 





(a) 天 =0.1,j=0.01 太 =0.001, 用 式 (17) 求 解 /7 (3.0) 的 近似 值 。 
(b) 比较 计算 结果 和 (3.0) = 于 0.33333。 


《c) 针对 (a) 








的 三 种 情况 求解 式 (19) 中 的 总 误差 界 。 


14. 设 所 xx) 值 的 精度 为 小 数 点 后 3 位 ,加 有 含 人 误差 为 5x 10…。 而 且 假 设 172 (ce)1< 


1.5 且 LA 


c)1<1.5。 


(a) 求 式 (17) 的 最 佳 步 长 。 
(b) 求 式 (22) 的 最 佳 步 长 。 
15. 设 所 xz) 的 值 如 下 表 所 示 。 固 有 售 人 误差 界 为 1e1<5x 10-“。 在 计算 中 使 用 含 人 值 ， 





交 sx) = cos( 芭 ) 
1.000 0.54030 
1.100 0.45360 
1.198 0.36422 
1.199 0.36329 
1.200 0.36236 
1.201 0.36143 
1.202 0.36049 
1.300 0.26750 
1.400 0.16997 
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《a) 关 =0.18 = 0.001, 用 式 (22) 求 ,AP(1.2) 的 近似 值 。 
(b) 针对 (a) 中 的 两 种 情况 求解 式 (24) 中 的 总 误差 界 。 
16. 设 妃 z) 的 值 如 下 表 所 示 。 固 有 的 伟人 误差 界 为 lw 1<5x 10“。 在 计算 中 使 用 舍 人 























值 ; 
二 | Tan 

2.800 了 02962 

2.900 1.06471 

2.998 1.09795 

2.999 1.09828 

3.000 1.09861 

3.001 1.09895 

3.002 1.09928 

3.100 1.13140 

3.200 1.16315 
(a) 产 = 0.1, 态 =0.001, 用 式 (22) 求 /(3.0) 的 近似 值 。 
《b) 针对 (a) 中 的 两 种 情况 求解 式 (24) 中 的 总 误差 界 。 








6.1.6 算法 和 程序 


1， 用 程序 6.1 求 解 下 列 函数 在 * 处 的 导数 近似 值 ,精度 为 小 数 点 后 13 位 。 提示 : 有 必要 
改写 程序 中 maxl 的 值 和 六 的 初始 值 。 
(a] Kx)=60x5 -32x2 +233x -472 -773x= 1N3 
全 +ainz 1+Y5 
(b) 瑚 z) -ml( eu[( 写 + 中] 15 
(e) FLx) = sin(cos(1x))ix= IN2 
人 四 7a)=sn(2 72+b+9ix=13 
(e) F(s) = 巡 jx=0.0001 
2， 修 改 程序 6.1, 实 现 精度 为 O( 如 ) 的 中 心 差分 公式 (10)。 用 这 个 程序 求解 问题 1 中 给 
出 的 函数 导数 的 近似 值 。 精 度 为 小 数 点 后 13 位 。 


3， 使 用 程序 6.2 求解 问题 1 中 函数 导数 的 近似 值 。 精 度 为 小 数 点 后 13 位 。 提示: 有 必 
要 改变 er,relemrh 的 初始 值 。 


6.2 数值 差分 公式 





6.2.1 更 多 的 中 心 差 分 公式 

在 前 面 的 小 节 中 ,求解 /"(xo) 的 公式 需要 可 计算 函数 在 * 两 过 的 值 ,所 以 它们 被 称 为 中 
心 差 分 公式 。 可 用 泰勒 级 数 构造 求解 高 阶 导 数 的 公式 。 通 常 选 择 精度 为 O(R) 和 O(R) 的 
公式 ,如 表 6.3 和 表 6.4 所 示 。 在 表 中 ,我 们 约定 对 上 = -3,，- 2，- 1 0,.1,2.3, 有 天 = FFCxo+ 
厂 )。 
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为 了 说 明 问题 ,下 面 用 泰勒 展开 式 推 导 表 6.3 中 精度 为 0{ 妈 ) 的 P(z) 的 公式 。 其 展开 
式 为 : 








at+ 间 =Ha + 所 (+ 生生 全国， GD 
表 6.3 精度 为 O( 扩 ) 的 中 心 差 分 公式 
六 (mw 





ra -区 +8- 
0 ) 户 -20+21. -7 
(om 


(mw)=- 忽 全 + 





表 6.4 精度 为 0{#) 的 中 心 状 分 公式 





ro 上 5 由 if- 
有 一 16 广 一 39 6 大: 
ro- 在 呈 - 


Ja(m)= 二 在 +-137+13-B-z+ 太 3 
人 





oo -6 3043 人 -了 -ra 








和 :Alz- 间 = -及 (+ 和 让 加 -下 克 国 全- () 
将 式 (D 和 式 (2) 相 加 ,将 消去 包含 奇数 导数 (>), /2 (z), 7 (z)，…. 的 项 ,表示 为， 
sy+ 间 + 内 =2100+2 太 (1 25， (3) 


求解 式 (3) 可 得 六 (x) ,表示 为 : 
ra)= 丰 2+ 下 )-27(z)+Az- 下 ) 2827o(x) 
天 2 41 


284 (xz)》 262 2 四 


如 果 将 式 (4) 中 的 序列 在 4 阶 导数 处 进行 截断 , 则 在 区 间 [x - Ai,x + 因 ] 内 有 -- 个 值 , 油 
是 : 





六 (= 下 +) 回 
这 样 可 得 到 /(z) 近 仆 值 的 公式 : 


Fr(a)= 下 -2 (g) 
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例 6.4 设 Ax)=ocosfz) 
(a) 天 =0.1,0.01,0.001, 利 用 式 (6) 未 解 . f"(0.8) 的 近似 值 。 精 度 为 小 数 点 后 9 位 。 
(b) 比较 计算 结果 和 真实 值 F"(0.8) = -oos(0.8)。 
(《a) 当天 =0.01 时 ,计算 过 程 如 下 : 
7r(0.8) ~ Fo0.81D) 一 20) + 0.79) 


0.689498433 - 2(0.696706709) + 0.703845316 
一 0.0001 





= -0.696690000 
《b) 近似 值 结果 的 误差 为 - 0.000016709。 其 他 的 计算 如 表 6.5 所 示 。 在 误差 分 析 中 ,将 
解释 在 此 例 中 为 何 户 =0.01 是 最 住 的 。 


表 6.5 求解 例 6.4 中 产 {z) 的 数值 近 候 值 

















步 “长 式 (6) 式 (6) 
得 出 的 近似 值 产生 的 误 卷 
真 = 问 .1 一 0.696126300 一 0.000580409 
开 =0.01 一 0.596690000 一 0.000016709 
上 =0,001 -0.696000000 一 0.000706709 
6.2.2 误差 分 析 


设 万 = 思 + aa 其 中 w% 是 计算 凡生) 产生 的 误差 ,包括 测量 中 的 噪音 和 伟人 误差 , 则 式 (6) 
可 表示 为 ， 


(= 一 2 二 3 + BC 六 间 人 
式 (7) 中 数 人 导数 的 误差 项 5( 有 , 亡 包 含 伟人 误差 和 蕉 断 误差 
E( 闪 = 和 -2 二 Ce) (8) 


如 果 设 每 个 误差 ee 的 量 级 为 se, 同时 误差 是 累积 的 ,而 且 1Fe (>) | < #, 则 可 得 到 如 下 的 
误差 界 ， 


1BCD1< 每 + 堆 - (9) 
如 果 # 较 小 , 则 伟人 误差 带 来 的 4e/ 妃 就 会 较 大 。 当 五 较 大 ,这 Hp2/12 会 较 大。 可 通过 


求 下 式 的 最 小 值得 到 最 佳 步 长 ; 


ceD= 季 + 的 00) 
设 引 (8) =0, 可 得 出 -gs/ 和 2+ 各 16=0, 即 内 =48e/ 开 ,这 样 训 得 到 优化 值 ; 
辣 
A-( 革 加 


当 将 式 (10) 代 入 例 6.4 中 ,使 用 边界 1F9(z)1sleos(z)1<1i= 和 值 e=0.5x 10，" ,可 得 
到 优化 步 长 为 天 = (24x 10-”71)% = 0.01244666, 而 且 可 看 到 大 = 0.01 时 最 接近 优化 值 。 
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由 于 含 人 误差 部 分 与 凡 的 平方 成 反比 ,所 以 当 关 变 小 时 ,这 一 项 会 变 大 。 这 有 时 称 为 步 
长 的 两 难 问题 。 对 此 问题 的 一 个 部 分 解决 方法 是 用 一 个 高 阶 公式 ,这样 可 以 用 较 大 的 天 值 可 
得 到 需要 精度 的 近似 值 。 表 6.4 中 求 精度 为 D( 姑 ) 的 . 普 (xo) 的 公式 为 














(ao) = 一 在 让 的 拘 二 1 二 全 + 杷 (内 (2) 
式 (12) 中 的 误差 项 有 如 下 表达 式 ， 
BE- 项 + 《13) 
这 里 位 于 区 间 [x - 25,x + 2 大]。1 吾 (六 天 )1 的 界 为 : 
1BCpADTs3 + (14) 
其 中 LF9(x)1 三 对。 上 的 优化 值 为 ; 
1=(29s) (15) 


例 6.5 设 扎 xz)=eos(x 
《a) 产 =1.0,0.1,0.01, 利 用 式 (12) 求 普 (0.8) 的 近似 值 。 精 度 为 小 数 点 后 9 位 。 
(《b) 比较 计算 结果 和 真实 值 P"(0.8) = - cos(0.8)。 
(e) 求 优化 步 长 。 
(a) 当天 =0.1 时， 
间 - 态 1.0)+16F0.9) -301(0.8) +161(00.7) - 0.5) 
Ar(0.8)= 二 在 1.0)+168 9.8)+167007 





二 0.3540302306 + 9.945759488 - 20.90120127 + 12.23747499 - 0.825335615 





= - 0.696705958 

(b) 计算 结果 的 误差 为 -0.000000751。 其 他 的 计算 结果 和 误差 如 表 6.6 所 示 。 

(《e) 当 采 用 式 (15) 时 ,可 使 用 边界 Lo (rz)1s leosg(x)1s1= 开 和 值 s=0.5x10-?。 根 据 
这 些 值 可 得 到 优化 步 长 六 = (120x 10-9/1)w = 0.070231219。 


表 6.6 例 6.5 中 求解 j( X) 的 数值 近似 值 














式 (12) 式 (12) 
步 长 的 近似 值 的 误差 
呈 =1.0 一 0.689625413 一 0.007081296 
五 =0.1 一 0.696705958 一 0.000000751 
二 =0.01 一 0.696690000 一 0.000016709 





一 般 来 说 ,如 果 进 行 数值 微分 计算 ,计算 结果 只 有 计算 机 表示 能 力 的 一 半 精 度 。 除 非 丛 巧 
找到 一 个 优化 步 长 ,否则 通常 会 丢失 多 位 有 效 数字 。 所 以 在 进行 数值 微分 计算 中 ,要 小 心 处 
理 。 当 对 精度 有 限 的 试验 数据 进行 计算 时 ,困难 更 大 。 如 果 必 须根 据 数据 集 求 数值 导数 时 ,应 
该 先 用 最 小 二 乘法 进行 曲线 拟 合 ,然后 对 曲线 函数 进行 微分 。 
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6.2.3 拉 格 朗 日 多 项 式微 分 


如 果 函 数 必须 在 m 的 某 一 边 计算 , 则 不 能 使 用 中 心 差分 公式 。 位 于 mm 的 右边 (左边 ) 的 
等 距 横 坐 标的 公式 称 为 前 向 (后 向 ) 差 分 公式 。 通 过 对 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 进行 差分 可 得 到 这 
些 公 式 。 一 些 带 用 的 前 向 和 后 向 差分 公式 如 表 6.7 所 示 。 
表 6.7 精度 为 O{ 形 } 的 前 向 差分 公式 和 后 向 差分 公式 





(= 二 瑟 3 和 -大 前 向 微分 


(ao)w 镍 -他 7 后 向 微分 


ro)= 隐 -2 地- 前 机 和 分 


(oj 多 -2 人 | 
一 也 8 万 - 24; 4 万 -3 

(or 二 2 

站 (= 锭 -2 


Aa(m)= 迎 14 1 +1im -2 六 


ao(a)= 适 -14 站 





例 6.5 鹤 性 公式 ， 
ra)= 绝 -外 # 凶 - 


基于 4 点 zolyxays3 的 护 站 的 拉 格 妥 日 插值 多 项 式 为 ; 
(人 2) 人 一 at 一 sa) 人 -ao)) 人 Ca) 
帮 0> 太 二 = 有 JJ + 有 二 
个) 人 一 为 六 二 0)E 一 3 一 知 》 
二 而 庆 末 二 驮 史 而 二 区 + 及 T 克 一 交 人 二 二 上 亲 二 7 
对 上 式 求 两 次 导 可 得 : 
(四 wwF 20(t- 的 )+( 一 各 ) + 一)) 24G-z)+(-z)+C-2)) 
DA (0 
愉 人 =- 和)+( 二 2)+(- 罗 )) 2((-m)+(t 人 +-) 
《有 
用 工 = 2 替换 并 根据 xi -为 = (一 门 , 可 得 : 
w 24(xo-2)+(xz-i2)+(xz- 知 )) 
(ao 六 CT 
(ze 一 zo)+ 人 ze 一 知 )+(ao 一 乱 )) 
《x 一 知人 Ms 一 坟 区 宙 二 区 




















+ 有 
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2((xo-xo)+(xo-2)+(xo 一 2)) 
4 
2((xo 一 xo)+(xo 一 XI)+(xzo 一 A2)) 

1 有 
_p 200C- 有 +[(- 2 3 不) ) + 二 全 28) +( 一 3 下 )) 
= 《人 (2 二 3 [TI 


2 +(-A+(-38) 20(0)+(- 有 +(-260) 
+ 

















一 一 一 一 一 了 一 
本 
这 样 就 得 到 了 所 需 公 式 。 
例 6.7 推导 公式 : 
(sj 二 驴 +- +- 3 


和 
KE 一 sa) 人 tx) 一 和 4) 
全 八 全 他人 全 区 全 
人 《zxo) 人 人) 人) am) 
《am -jx 一 入 开罗 克 菩 二 7 
人 ] 
《za - xjJ(xza -xz 一 xx 二 4 
人 -ao)(t-a)C-w2)Ct-2) 
《xs - xo)(xas ~ xf 9 一 2 一 和 
人 to) 和) 人- wa)ft-%s) 
ICTRETICTRTRIC7CT 3) 
对 上 式 求 3 次 导 , 将 替换 一 为 = (守门 代入 分 母 中 可 得 : 
or GCCE-2)+(-)+E- 坟 )+(t-4)) 
0 (NIC 承 T 了 JP 和 
EGG- 知 )+( 一 知 )+( 人 一 扫 )+( 一 各 )) 
(TCD 5057 
大 区 G- Mo)+{t 一 32)+(t 一 2)+( 人 一 和)) 
《28 (大 ) 一 天 2 有 
六 SC xo)+(t-si)+(E-z2)+(t-2)) 
太 《3A)(C2 交 人 一 大 7 


大 SU- bxo)+(t 一 和 )+( 一 22)+( 人 二)) 
《4 有 爷 3 天 2 玫 7 


在 式 上 -为 = 知 - 鸭 = 页 中 令 4= 如, 可 得 ; 
(my 到 全食 二 (人 2 人 3 有 +(-4)) 到 四 + 全 纲 二 03 二 (4 








+ 





+ 户 





+ 太 























+ 太 区 四 + 全 用 二 (3 人 +( 二 名 )+ 多 全 (= 亿 二 6 下 2) 二 (全 
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7 人 二 (二 全 于 人 2) 人 34) 


一 的 产 到 帮 一 48 珍 42 磊 二 36 姑 
玉林 和 让 十 扩 洒 作 二 万 二 和 + 广 各 全 + 友 本 


-= 二 孤 + 1 -24P+l4j- 瑟 
28 





这 样 就 得 到 了 所 需 公 式 。 
6.2.4 牛顿 多 项 式微 分 

在 这 一 节 , 将 研究 用 于 求 六 (和 ) 近 做 值 ,精度 为 O( 居 ) 的 3 个 公式 之 间 的 关系 ,并 给 出 计 
算数 值 导 数 的 一 般 算法 。 在 4.3 节 中 可 看 到 根据 点 bo ,二 ,4 使 用 下 列 2 次 牛顿 多 项 式 P( 雪 
近似 所 5): 

PE=ao+et 人 tt)+az 人 (ttt 一 ) (16) 
这 里 co = Fo)，oi =(K5) -7b))/ 人 -to), 且 : 
瑟 引 一 大 二》 大 二 ) 一 扰 芭 ) 


引起 三 一 加 

一 一 的 
已 (的 导数 为 : 

已 (日 =as+roa((-t)+(C 一 二 )) 《17) 
而 且 当 = 各 时 ,结果 为 : 

疡 (po)= at+eaa((b- 白 )= 六 (bo) 18) 
用 于 式 (16) 到 (18) 的 点 集 {t} 不 必 是 等 距 的 。 选 择 不 同 的 横 坐 标 可 导致 厅 同 的 求解 

(xz) 近 仆 值 的 公式 。 


情况 ( 介 : 如 果 如 = xz, =x+ 有 jb=x+285, 则 : 
= 

-2208 下) 十 F 辣 十 2) 
本 耻 


当 将 这 些 值 代 人 式 (18) 中 ,可 得 到 : 
户 () -zt 咏 - (xz) ， -Faz) 2 一 A(Cz28) 





通过 化 简 可 得 : 
Pr(z) = -321+41s 攻 从 =Ae+28)wF(y) (19) 


这 就 是 A" (xz) 的 二 阶 前 向 差分 公式 。 
情况 (i: 如 果 t=z,nh=z+hp=x- 天 , 则 : 


= 人 zt+ 则 - 大 
_Cx+ 有 一 21(xz)t7s 一天) 
2 2 
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当 将 这 些 值 代 人 式 (18) 可 得 : 
忆 (z) = 克 2+ 丰 一 碟 和 二 克 和 二 下) 二 2 成 一 天 二 一天) 
一 天 2 





通过 化 简 可 得 : 
(= Ce 人 = 和 pz) (20) 
这 就 是 A (xz) 的 二 阶 中 心 差 分 公式 。 情 况 (证 ) :如果 如 = zx 和 =z-pb=x-25, 则 : 
We) 一 态 直 ) 
1 政 
_ 太 i)-2Fz -了 + 大 < 一 28) 
@2 二 282 
将 这 些 值 代入 式 (18) 并 进行 化 简 可 得 ; 
CD -3KD=4re5 的 + -2 la) Cl) 
这 就 是 /(x) 的 二 阶 后 向 差分 公式 。 
根据 点 5 二， 近似 六 oO) 的 六 次 牛顿 多 项 式 表示 为 ; 


Pb)=ao+et(t-t)+as(t-t) 人 tb) 
上 (人 一) 和) 一 扫 ) 二 () (22) 





已 (七 的 导数 为 : 
P 忆 (人 =at+e 人 (人 tt)+(-t)) 


+e((t-tt-2)+ 人 -tb -52)) 
AT ANL1 


++en2 [TCD 《23) 
当 在 ! = 避 处 计算 严 ( 昌 时 , 式 中 有 有 许多 项 为 替 , 则 P() 可 简化 为 ; 


中 (可 ) = 罗 十 Ga( 名 一 且 )+Gs( 加 二 二) 加 一 起 )》+ 
+ Ge( 扣 一 二 儿 铝 一切 )( 一 扫 ) 六 (如 一 加 (024) 
式 (24) 右 边 的 第 个 部 分 和 是 根据 前 上 个 点 的 上 次 牛顿 多 项 式 的 导数 。 如 果 : 
1 一 本 | 委 | 呈 1 生 和 l- 和 1 且 人 50) 
形成 在 实数 轴 上 的 N+ 1 个 等 距 点 , 则 第 上 个 部 分 和 是 精度 为 O( 和 2-:) 的 产 (5) 的 近似 
值 。 
设 W= 5。 如 果 有 5 个 点 去 = x+ 由 =0,1,2,3,4, 则 式 (24) 等 价 于 精度 为 0( 如 ) 的 
7 (x) 的 前 向 差分 公式 。 如 果 有 5 个 点 如 = zi, 和 = 和 子 + 丰 杷 = 二 一 天， 轨 二 和 十 2 下 = 了 2 
则 式 (24) 是 精度 为 O( 忆 ) 的 P(x) 的 中 心 差 分 公式 。 当 5 个 点 是 六 = xz -大 ,下 = 0,1,2,3,4 
时 , 式 (24) 是 精度 为 DO 和) 的 产 (xz) 的 后 向 差分 公式 。 
下 面 的 程序 是 程序 4.2 的 扩展 ,可 用 来 实现 式 (24) 。 数 据点 之 间 不 需要 等 距 , 而 且 它 只 计 
算 一 点 的 导数 产 (xo)。 
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程序 6.3 (基于 +1 个 点 的 差分 求解 ) 通过 构造 下 列 N 次 牛顿 多 项 式 求 解 六 (z) 
的 近似 值 : 
P(xz)=ao+a(xz- 知 )+az(r-ao)(x 一 的》 
+ Gaf 和 一 Mo) 一 3) 和) 十 (和 一 0 
将 . 广 (z)= 忆 (xzo) 作 为 最 终结 果 。 在 xo 处 使 用 这 个 方法 。 可 通过 重新 排列 点 的 顺 
序 为 1zr xx 来 计算 大 (有 )= 严 (如 ) 








fancticn [A,af]= diffnew(X,Y) 


外 TnPUL -Xisthe 1xm abscissa Vector 


多 -Y is the lxmn ordinate vector 
% Output - & is the 1xm Vector containing the coefficients of 
多 the Nthrdegree Newton polynomial 

多 - dif is the approximate derivative 

R=Y 

区 = length(X); 

for 了 = 2:N 


fork=N: -1 要 
ak) = (CA(k) -ak-I))MXCK) -COk- 了 +1DD 
end 
end 


X= X(1) 

GE=A(2) 

Brod= 1; 

Dll= 1engthf(a) 一 1 

for k= 2:n1 
prod= prodx (x0 -X(Ck))5 
af= df+prodxAtk+1)5 

end 


6.2.5 数值 微分 公式 的 练习 


1， 设 扎 x) =n(x), 保 证 计算 精度 为 小 数 点 后 8 位 或 9 位 。 
(a) 二 =0.05, 利 用 式 (6) 计 算 ,AP(5) 的 近似 值 。 
《b) 占 = 0.01 ,利用 式 (6) 计 算 F"(5) 的 近似 值 。 
(ce) 天 = 0.1, 利 用 式 (12) 计 算 .P(5) 的 近似 值 。 
《d) 上 述 答案 中 , 忆 个 最 精确 ? 
2 设 九 *) = cos(x), 保 证 计算 精度 为 小 数 点 后 8 位 或 9 位 。 
(a) 严 = 0.05, 利 用 式 (6) 计 算 天 (1) 的 近似 值 。 
《hb) 上 =0.01 ,利用 式 (6) 计 算 . 产 (1) 的 近似 值 。 
(Ce) 请 = 0.1, 利 用 式 (12) 计 算 产 (1) 的 近似值。 
〈d) 上 述 答案 中 ,哪个 最 精确 ? 





252 数值 方法 (MATLAB 版 ) 





3， 设 NMx) = n(x) 的 数据 值 如 下 表 所 示 ,精度 为 小 数 点 后 4 位 : 


Ka)=(a) 





《a) 五 =0.05 ,利用 式 (6) 计 算 产 (5) 的 近似 值 。 
《b) 天 =0.01, 利 用 式 (6) 计 算 ,AP"(5) 的 近似 值 。 
《c) 产 =0.05, 利 用 式 (12) 计 算 六 (5) 的 近似 值 。 
《qd) 上 述 答案 中 ,哪个 最 精确 ? 
4， 设 九 x) = cos(x) 的 数据 值 如 下 表 所 示 ,精度 为 小 数 点 后 4 位 : 











交 下 纺 = ooa(x) 
0.90 0.6216 
0.95 0.5817 
1.00 0.5403 
1.05 0.4976 
1.10 0.4536. 





(a) 严 = 0.05, 利 用 式 (6) 计 算 AP"(1) 的 近似 值 。 
《D) 天 = 0.01, 利 用 式 (6) 计 算 P(1) 的 近似 值 。 
(e) 天 =0.05, 利 用 式 (12) 计 算 产 (1) 的 近似 值 。 
〈d) 上 述 答案 中 ,哪个 最 精确 ? 
5 上 六 =0.01 ,利用 数值 微分 公式 (6) 求 下 列 函 数 的 F"(1) 的 近似 值 ; 


(ay 扰 x) = 和 (b) FCxz) = 好 
6，=0.1, 利 用 数值 微分 公式 (12) 求 下 列 函 数 的 AP"(1) 的 近似 值 。 
(Ca) 天 z) = 和 (b) 六 xz) = 径 


7. 对 Kx+h) zi, Kx+25)，Ax-25) 进 行 泰 勤 展开 并 推导 中 心 差分 公式 ， 
Jo(s)=Az+2 有 =-21Cz+ 则 +21(z -内 -Kx-26) 
入 





8 对 As+i),z-p) xz+28),7x-25) 进 行 泰勒 展开 并 推导 中 心 差分 公式 ， 
Jo(z) wz+27 -47(x+ij+6fCz) -4Kxz-R)+7x 一 28) 
不 





9， 根 据 下 表 中 的 4 个 数据 点 ,求解 精度 为 0( 如 ) 的 . 疡 ( 国 ) 的 近似 值 。 
{《a) (b) 














所 扰 )》 克 天 
0.0 0.989992 0.0 0.HM41120 
0.1 0.999135 0.1 0.041581 
0.2 人 .998295 0.2 0.058374 
0.3 | 0.987480 0.3 一 0.157746 





第 6 章 数值 纸 分 253 





10. 利用 近似 值 表达 式 ， 
， 形 1 一 而 和 天 -大 
了 (:+ 吧 = 这 和 (>- 区 ~ 人 (各 天 ) 
推导 近似 值 表 达 式 ， 
(=-201 
il. 根据 式 (16) 到 式 (18) ,基于 点 ba = x,f =x+j,5=z+3, 推 导 求解 (xz) 的 公式 。 
12. 根据 式 (16) 到 式 (18) ,基于 点 b = rz =x~ 有 ,ba=x+2h, 推 导 求 解 ,六 (xz) 的 公式 。 
13, 特定 微分 方程 的 数值 解 需要 精度 为 D( 请 ) 的 P"(z)+(z) 的 近似 值 。 
(a) 通过 对 精度 为 O( 中 ) 的 六 (z) 和 (>) 求 和 , 求 . 挛 (z) + (za) 的 中 心 差分 公式 。 
(b) 通过 对 精度 为 O( 民 ) 的 六 (*) 和 (xz) 求 和 , 求 F7"(x) +F(z) 的 前 向 差分 公式 。 
(e) 如 果 将 求解 六 (x ) 的 精度 为 0( 外 ) 的 公式 与 求解 P"(x) 的 精 麻 为 D( 居 ) 的 公式 
相 加 ,情况 会 怎样 ? 
14. 找 出 下 面 论述 的 问题 。 通 过 泰勒 公式 可 得 到 如 下 表达 式 ， 
He+ 站 =Ka)+ifr(at 
和 : 
-站 = -有 COyE -人 


将 它们 相 加 可 得 : 
sx 一下 + 下)=2fxz)tRF(x)、 
并 可 得 到 求解 的 精 形 公式 ， 


(DA 人 -21D4Hs -站 





6.2.6 算法 和 程序 
1. 修改 程序 6.3, 使 得 可 以 用 它 计算 已 (zw) ,HH = 1,2，…N+la 
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数值 积分 是 工程 师 和 科学 家 使 用 的 基本 工具 ,用 来 计算 无 法 解析 求解 的 定 积分 的 近似 答 
案 。 
在 统计 热 动力 学 中 ,计算 钾 体 的 热效率 的 德 拜 (Debye) 模 型 中 有 如 下 函数 ， 


@(z) = 下 LE 
由 于 不 存在 @(x) 的 解析 表达 式 ,必须 用 数值 积分 方法 来 得 到 近似 值 。 例 如 ,@(5) 是 在 0 二 < 


5 上 曲线 y = 大 引 = PCe -1 之 下 的 面积 ( 见 图 7.1)。 秋 (5) 的 数值 近似 为 : 

















了 = 





画 7.1 0<4<5 上 曲线 y= 上 成 纹 之 下 的 面积 
有 (5) 的 数值 近似 为 : 


3 
@(5) = 下 于 [de = 4.8998922 


@x) 的 每 个 值 必须 由 另 一 个 数值 积分 求 得 , 表 7.1 列 出 了 在 区 间 [1,10] 内 的 一 些 近似 





o 



































家 7.1 呈 (z) 的 值 
多 亚 (z) 
1.0 0.2248052 
2.0 1.1763426 
3.0 2.5522185 
4.0 3.8770542 
5.0 4.8998922 
6.0 5.5856554 
7.0 6.0031690 
8.0 6.2396238 
9.0 6.3665739 
39.0 夺 .4319219 
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本 章 的 目的 是 导出 数值 积分 的 基本 原理 ,在 第 9 章 中 ,数值 积分 公式 被 用 来 导出 微分 方程 
求解 的 预报 - 校正 方法 。 


7.1 积分 简介 


数值 积分 的 目的 是 通过 在 有 限 个 采样 点 上 计算 /zx》 的 值 来 逼近 /(z) 在 区 间 [e,b] 内 的 
定 积 分 。 
定义 7.1 设 e=xo<m<…<xu 形 如 : 


CD- 总 os)= earta)+o7eo)r role) 《D 








且 具 有 性 质 ; 
[row =- 0 + E 朋 (2) 


的 公式 , 称 为 数值 积分 或 面积 公式 。 项 下 [ 门 称 为 积分 的 截断 误差 , 值 ;xs 拦 。 称 为 面积 节点 ， 
tws ju 称 为 权 。 


根据 应 用 的 需要 ,节点 |*ej 的 选择 有 很 多 种 方法 。 梯 形 公式 . 辛 普 生 公式 以 及 布尔 公式 ， 
都 选择 等 虐 的 节点 ;而 高 斯 - 勒 让 德 公式 中 的 节点 选择 为 某 些 勒 让 德 多 项 式 的 0 点 。 当 积分 
公式 用 于 求 微分 方程 的 预报 公式 时 ,所 有 节点 都 要 小 于 5。 对 于 任何 应 用 ,都 需要 了 解 一 些 关 
于 数值 解 的 精度 问题 。 
定义 7.2 一 面积 公式 的 精度 为 正 整 数 n, mn 使 得 对 所 有 次 数 i < mn 的 多 项 式 已 (x) 满 足 
已 (已 ) = 0, 而 对 某 些 次 数 为 n+ 1 的 多 项 式 已 ,:(x) 有 刀 [ 已 .] 关 0。 

通过 研究 当 As) 为 多 项 式 时 的 情形 可 以 预测 E[ P ] 的 形式 ,考虑 任意 次 多 项 式 ， 

下 (和 ) = Ge 二 

若 im, 则 对 所 有 x, 有 Pe( 轨 =0, 且 PiD(z) = (n+1)io is。 因此 截断 误差 的 一 般 形 
式 为 : 

















至 [ 门 = 页 ”7(e) (3) 
也 就 不 足 为 奇 了 ， 天 是 一 合理 选择 的 常数 , 且 n 为 精度 。 该 一 般 结果 的 证 明 可 在 数值 积 
分 的 高 级 教程 中 找到 。 
面积 公式 的 推导 有 时 是 基于 多 项 式 插值 的 。 我 们 已 知 ,存在 惟一 的 过 玉 + 1 个 等 距 点 
长 生灵 扣 )) 人 o 且 次 数 小 于 等 于 杂 的 多 项 式 Py(x)。 当 用 该 多 项 式 来 近似 [a, 5 内 的 Az) 
时 ,Pw(x) 的 积分 就 近似 等 于 .A(x) 的 积分 ,这 一 结果 的 公式 称 为 牛顿 - 柯 蒂 斯 公式 ( 见 图 
7. 国 。 当 使 用 采样 点 和 = < 和 zw = 时 , 称 为 闭 型 牛顿 - 柯 蒂 斯 公式 。 下 面 的 结果 给 出 使 用 
的 多 项 式 次 数 为 时 = 1,2,3,4 时 的 公式 。 


定理 7.1( 闭 型 牛顿 - 柯 莫 斯 面 积 公式 ) 设立 = zo+ 卫 为 等 距 节点 , 且 扩 = sr)。 
前 4 个 闲 型 牛顿 - 柯 鞍 斯 面积 公式 为 : 


人 Ra)ac = 专 06 + AD) ( 樟 形 公式 ) 《人 
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人 Km 二 6 + 人 饭 + 有 向 ( 率 芋 和 公式 ) (G) 
和 
人 AD 全 06 + 3 + 瑟 + 朋 (六 普 生 关公 式 ) (@) 
Ka 如 ~ 壬 (0N + aa + 126 +326 + 人 ) (布尔 公式 O) 
。 
也 了 
1.5 1.5 
1.0 所 区 10 一 所 区 
05 0.5 
: > 
0.0 05 1.0 1.5 2.0 00 0.5 1.0 15 2.0 
凶 包 
也 多 
1.5 1.5 
10 2 10 人 
0.5 0.S 
= x 
00 05 1.0 1.5 2.0 0.0 05 10 1.5 2.0 
全 后 


图 7.2 《a) [xzo,z]= [0.0,0.5] 上 y= PCx) 的 梯形 公式 求 积分 
《bj [fxo ,xi]=[10.0,1.0] 上 y= 户 (xz) 的 辛 普 生 公式 求 积 分 


《@) [aaa]=[Q0,L3] 上 y= 户 (z) 的 六 普 生 襄公 式 求 积分 
(d) [mmm] = [0.0,2.0] 上 y= Ps) 的 布尔 公式 求 积分 


推论 7.1{( 牛 顿 - 柯 送 斯 公式 精度 】 设 疱 x) 充 分 可 微 , 则 牛顿 - 柯 蒂 斯 面积 公式 的 而 门 包含 
一 更 高 阶 导 数 项 。 梯 形 公式 的 精度 为 = 1。 若 PE C[c ,2], 则 : 


站 Kaa = 得 6+ 人 -各 PC (8) 
六 普 生 公式 的 精度 为 = 3。 若 JE Ce, 引 , 则 : 
站 AD 二 + 人 + 月 -和 辕 人 a (9) 
辛 普 生 总 公式 的 精度 为 n=3。 若 JE Ci[a,b], 则 ; 
人 mo =- 若 6 rar 有- 短 P(o (10) 
布尔 公式 的 精度 为 = 5。 若 JE Ce[e,], 风 : 
六 Koa = 敌 06 + 35 ap +326+ 71) -路 /oo (1D 


定理 7.1 的 证 明 : 从 基于 Pw(x) 的 .所 sx) 的 拉 格 朗 日 逼近 多 项 式 m,xi,…,sr 开始 ,Fr(x) 
表示 为 : 


AD) = (= 六 Ji 人 (D) 
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式 中 放 = (ma ) ,= 0,1,…,W。 得 到 牛顿- 柯 蒂 斯 公式 的 一 般 方法 : 
人 Ka 大 Pa 和 
各 开 


= 六 ( 它 hz)w= 罗 ( 作 pnod 





呆 


= - 立 ( 太 了 rn， 姑 j = 关 = 名 o 《13) 
中 系数 六 = 大 入 ) 的 计算 细节 是 枯 焊 的 ， 我 们 将 给 出 桩 普 生 公式 的 一 个 例证 ， 其 中 和 =2。 这 
用 到 吉 近 多 项 式 ， 
、 人 (zz (二 和信 一 全) 
CC 
由 于 为, 广 , 户 是 与 积分 相关 的 常数 , 式 (13) 变 为 : 
人 
jw- 全、 语 7 生 
= Yo)(z 一 芒 ) 
+ (oa 一 知 )(xa 一 和 
右 式 (15) 的 积分 中 当 和 变量 代 换 用 必 = 破 代替 > = x+ 天 ,新 的 积分 限 从 上 = 0 到 上 =2。 根 
据 等 距 节 点 和 = x+ 厌 可 得 双 - 邱 = (人 -六 天 和 x 一 办 = 大) 这 可 使 (15) 式 简化 为 ， 


六 把 ~ 的 4 人 起 多 纯 乌 友 + 4 人 21 
os 
= 万 引 ee -3t+2)d - 丰 一 2 上 四 + 大 二 [ee 瑟 三 
= 上 万 雪村 一 了 十 2 妆 -AU 人 (村 一 中 

















(xz 一 知 )(x 一 ) 


《za -mo 儿 xa 一 的 





7T+ 太 《14) 


(xzo)(z 一 sz) 
CC 





Ja 频 


咽 (15) 





0 





0 





= 才 06 4 有 ) (46) 
从 而 证 明 完 毕 。 在 第 7.2 节 中 我 们 将 给 出 推论 7.1 的 一 个 例证 。 
例 7.1 考虑 函数 FLx)=I+e-*sin(4x), 等 距 面 积 节点 为 mo =0.0,xi =0.5,oa=1.0,2 =1.5 
和 xs =2.0, 对 应 的 函数 值 为 万 = 1.00000, 斤 = 1.55152, 户 = 0.72159, 户 = 0.93765 和 
六 =1.13390。 利 用 面积 公式 (4) ~ (7) , 步 长 为 环 =0.5, 计 算得 ， 


os 05 
上 A(z)d = 定 (1.00000 + 1.55152) = 0.63788 


1.0 
上 xd 一 坚 (Looo + 4(1.55152) + 0.72159)》 = 1.32128 
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f Ka) | 3 人 3)(1.000o00 + 3(1.55152) + 3(0.72159) + 0.93765) 
= 1.64193 
疡 Paya = 2 汪 00.00000) + 3201.55152) + 12(0.72159) 
+ 32(0.93765) + 7(1.13390)) = 2.29444 

在 上 面 的 例子 中 , 式 (4) ~《〈7) 用 来 计算 不 同 区 间 上 的 定 积分 的 近似 值 ,认识 到 这 一 点 十 分 
重要 。 图 7.2(a) ~ (d) 显 示 了 曲线 y = F(x) ,以 及 在 拉 格 朗 日 多 项 式 y7 = Pi(z),y= 已 (xz)， 
7= Pi(z) 和 7y= Pi(x) 下 的 面积 。 

在 例 7.1 中 ,我 们 在 面积 公式 中 选择 了 玉 = 0.5, 若 区 间 [e ,2] 的 端点 固定 , 则 必须 对 每 个 
公式 使 用 不 同 的 步 长 。 梯形 公式 、 辛 普 生 公式 \ 广 普 生 癌 公 式 ,以 及 布尔 公式 的 步 长 分 别 为 
j=bD-a'h=(p-a22=tb-al3 和 =(-e)/4。 下 面 的 例子 显示 了 这 一 点 。 

例 7.2 考虑 函数 所 z)=1+e-*sin(4x) 在 固定 区 间 [a,3] = [0,1] 内 的 积分 。 使 用 式 (4) ~ 
《7 来 计算 其 值 。 
解 : 
对 梯形 公式 , 产 =]1, 且 ; 


Ko- do AD) 














= 村 (1.00000+0.72159) =0.86079 
对 辛 普 生 公式 , 严 = 1/2, 且 : 
To ~ 陈 (Ao yd 下 AD) 
= 言 (L.00000 + 4(1.55152) + 0.72159) = 1.32128 
对 弟 靖 生 总 公式 ,及 = 1/3， 而 : 
rpa -322 :ar av AD) 
= 井 (1.00000 + 3(1.69642) + 3(1.23447) + 0.72159) = 1.31440 
对 布尔 公式 ,天 = 114, 结 果 为 ; 
TDa -2 各 (ro ya 于 :ar(3y aa 3 引 +7HD) 


一 而 C(GL.oooo0) + 32(1.65534) + 12{1.55152)) 


+ 32(1.06666) + 7(0.72159)) = 1.30859 
该 定 积分 的 真 解 为 : 


1 本 
ou = 2 = sa) - 1.3082506046426.… 
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布尔 公式 的 近似 结果 最 好 。 园 7.3(a) ~ (d) 分 别 给 出 了 拉 格 朗 日 多 项 式 P(z) ,Pi(z)， 


Pi(z) 和 Pi(x) 下 的 面积 。 





2 


2 :| _ 
0D0 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 


人) (by 





和 开 区 
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 


人)》 二 
图 7.3 《 区 间 [0,]] 内 的 梯 共 公式 结果 为 0.86079 
《局 区 同 [0, 内 的 六 普 生 公式 结果 为 1.32128 
《e) 区 间 [0, 了 1 内 的 尝 善 生理 公式 结果 为 1.31440 
《可 区间 [0, 了 内 的 布尔 公式 结果 为 1.30859 


要 对 面积 公式 进行 公平 的 比较 ,必须 在 每 种 方法 中 使 用 相同 数目 的 函数 求 值 。 最 后 一 个 
例子 比较 了 给 定 区 间 [e,b] 内 的 积分 ,每 种 方法 中 使 用 5 个 函数 求 值 凡 = 疙 za) ,有 = 0,1.，.， 
4。 当 在 4 个 子 区 间 [xxi],[ 和 ,za],[xayzs] 和 [sw ,xs] 上 使 用 梯形 公式 时 , 称 之 为 组 合 梯形 





公式 : 


人 row = 人 Ka + 人 na + au + Ads 





这 + 人 + 二 +)4+ 考 (G+A+ 生 (6+A) 


= 半 (A +28+2 记 +27+ 几 ) 





(17) 


对 辛 普 生 公式 也 可 使 用 相同 的 方法 , 当 在 两 个 子 区 间 [ ro, wx] 和 [ xs ,x,] 上 使 用 辛 普 生 公式 时 ， 


称 之 为 组 合 辛 普 生 公式 : 
roa = ra + 人 ro 
如 和 和 


~ 去 06+4 + + 有 (+4 + 所 ) 


= 和 +) 
下 面 的 例子 比较 了 由 (17)、(18) 和 (7) 式 得 到 的 结果 。 


(19) 
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例 7.3 考虑 函数 FLx) =1+e-*sin(4z) 在 区 间 [a, 引 = [0,1] 内 的 积分 ,使 用 5 次 通 数 求 值 ， 
并 比较 组 合 梯形 公式 ,组 合 辛 普 生 公式 ,以 及 布尔 公式 的 结果 。 
解 : 
相同 的 步 长 为 严 = 14, 组 合 梯形 公式 (17) 得 到 ， 


rpa -至 ro yar+2R 友 +2K3 +AD] 





= 坦 (1.00000+ 2(1.65534) +2(1.5S152) + 2(1.06666) + 0.72159) 


= 1.28358 
由 组 合 辛 普 生 公式 (18) ,得 : 


Toa - 则 ro se 二 :友人 sa 


= 击 (1.00000 + 4(1.65534) + 2(1.55152) + 4(1.06666) + 0.72159) 


= 1.30938 
布尔 公式 的 结果 在 例 7.2 中 已 经 求 得 ,为 ; 


Tour ~ 29 约 (ro) + 32/( 孝 ]j+ 12/( 却 j+ 32/( 呈 ) + 70D) 
= 1.30859 








积分 的 走 解 为 ; 


row -24e - 4eos(4) - sin(4) 


= 1.3082506046426… 
tl7e 


DA = 





。 | 上 。 
000 025 050 075 100 000 025 050 


(3 (g 


图 7.4 〈a) 组 合 梯形 的 结果 为 1.28358;(b) 组 合 辛 普 生 公式 的 结果 为 1.30938 


由 辛 普 生 公式 所 得 的 结果 1.30938 要 优 于 梯形 公式 得 到 的 1.28358; 而 布尔 公式 的 结果 
1.30859 仍 是 最 接近 真 值 的 。 图 7.4(a) 和 (b) 分 别 给 出 了 梯形 和 挑 物 线 下 的 面积 。 


例 7.4 求 尘 普 生 读 公 式 的 精度 。 
解 : 
在 区 间 [0,3] 内 对 5 个 测试 画 数 . Kx) = zz，2 和 y。 应 用 玉 普 生起 公式 足以 说 明 问 
题 。 对 前 4 个 台 炒 ， 府 普 生理 公式 是 精确 的 ; 
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站 aa =3= 杂 (1+3(D +30) +0D 
。 


「 = 三- 呈 (0+3(1) +3(2) +3) 


3 
8 
人 -or30)+300 9 
3 81 3 
] 好 和 = 了 = 言 (0+3(D) +3(8) +27) 
。 
函数 PCz) = 太 是 最 低 次 的 x 暴 函 数 ,使 得 该 公式 不 精确 : 
rd -300+30D + 306) 81) 
ja Ge = 洒 汪 本 = 语 (0+ 十 十 


故 广 普 生计 公式 的 精度 为 由 =3。 
7.1.1 习题 


1-， 使 用 面积 公式 (4) ~ (7) 计 算 函 数 /xz) 在 国定 区 间 [e,5] = [0,1] 内 的 积分 。 梯 形 公式 、 
广 靖 生 公式 ,部 普 生计 公式 ,布尔 公式 的 步 攻 分 别 为 = 1 = 去 必 = 本 和 有 = 本。 
函数 扰 z) 为 ， 

(a) FAx)= sin(rxy) 

(b) Fe) =1+er*cos(4z) 

(e) PFCx)=sin(Vz) 

注 : 定 积分 的 真 解 为 :(a) 27x = 0.636619772367…,(b)(18e - cos(4) + 4sin(4))/(17e) 
=1.007459631397…,(e) 2(sin(1) - cos(1) = 0.602337357879…。 函 数 的 曲线 分 别 在 
图 7.5(a) ~ (ec) 中 给 出 。 





了 也 也 
40 20 10 
05 10 0 
00 05 IO 00 05 1 00 一 丰 0 
人) (由 人) 


团 7.5 (ay 了 =sin(xx)i( y=1+e-reoa(4r)i(c) 了 了 = sinY 大 


2， 计算 函数 扎 x) 在 固定 区 间 [a,2] = [0,1] 内 的 积分 。 应 用 组 合 梯形 公式 (17) 组 合 辛 
营 生 公式 (18) 以 及 布尔 公式 (7) ,使 用 5 个 等 距 节点 上 的 函数 值 , 步 长 为 六 = 于 。 
函数 六) 为 : 

(ay F(x) = sin(rx) 
(b) 大 xz)=1+errcos(4x) 
《c) (xz) =sin(V3) 
3 考虑 一 般 的 区 间 [a,] ,证 明 辛 普 生 公 式 对 函数 六 rz) = 吕 和 F(x) = z 有 精确 解 ， 
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即 
3 ， 网罗 
四 | ae =- 生 -地 (| 2 和 = 三 - 芳 


在 区 间 上 [xo,zx,] 求 拉 格 设 日 搬 值 多 项 式 ; 


。 求 梯形 公式 的 精度 。 只 需 对 [0,1] 内 的 3 个 函数 扎 z) = 1,x 和 喷 应 用 梯形 公式 即 可 。 
， 求 辛 普 生 公式 的 精度 ,只 需 对 [0,2] 内 的 S 个 测试 函数 F(z) = 1,x, 呈 ,xz 和 屏 应 用 


和 


光一 X0 
1 一 %0 


局 (sz) = 太 二 二 二 + 
的 积分 ,并 建立 梯形 公式 。 





辛 普 生 公式 即 可 。 将 结果 与 辛 普 生 了 公式 的 精度 相 比较 。 





-， 求 布尔 公式 的 精度 ,只 项 对 [0， 人 内 的 7 个 国 数 7 = 2 5 和 2 应 用 布 


尔 公式 即 可 。 


习题 5, 习题 6, 习题 ? 和 例 7.4 中 的 区 间 选 择 是 为 了 简化 面积 节点 的 计算 ,但 在 任何 


函数 了 可 积 的 闭 区 间 [e, 缮 内 , 式 (4) ~ (7) 的 精度 与 习题 5~? 及 例 7.4 所 求 的 精度 
相同 。 区 闻 [e, 妈 内 的 面积 公式 可 由 区 间 [ e, 4] 内 的 面积 公式 通过 如 下 的 变量 代 换 
得 到 ， 








x=E(D=3 





其 中 心 = 对 sd。 

(a) 证 明 :x = g( 切 是 过 点 (c,a) 和 (d,) 的 一 条 直线 。 

(b) 证 明 ; 梯 形 公式 在 区 间 [a,b] 和 区 间 [0,1] 内 有 相同 的 精度 。 
《e) 证 明 ; 辛 普 生 公式 在 区 间 [ ,5] 和 区 间 [0,2] 内 有 相同 的 精度 。 
(d) 证 明 : 布 尔 公 式 在 区 间 [e, 细 9 和 区 间 [0,4] 内 有 相同 的 精度 。 





. 用 拉 格 朗 日 多 项 式 揪 信 推导 玉 普 生 襄公 式 。 提示 :变量 代 换 后 ,可 得 到 与 (16) 式 相近 


的 积分 : 
了 Ad 天 奸 G-be-aG-3auxp 妈 G-ol-a0-3)a 


-0600 -ad 1 人 -90-DG -3 


4 


4 
= 及 有 {[ 渤 +22- 至 :可 | 
四 3 


:6 这 等 - -< 人 -2 人 | 
基于 5 次 拉 格 朗 日 允 近 多 项 式 ,用 6 个 等 距 节 点 xs = mm + 且 兴 = 0,1…,5, 推 时 闭 理 
牛顿- 柯 基 斯 公式 。 








+ 寻 生 -于 +35 








- 在 定理 7.1 的 证 明 中 , 辛 普 生 公式 由 基于 3 个 等 距 节点 ‰ 和 ,zi 和 和 的 2 次 拉 格 朗 日 


多 项 式 的 积分 推导 。 试 用 基于 3 个 等 距 节点 x,x; 和 xs 的 2 次 牛顿 多 项 式 的 积分 扒 
导出 辛 普 生 公式 。 





7.2 ”组合 梯形 公式 和 辛 普 生 公式 


求 [e,5] 内 曲线 y= 天 zx) 下 的 面积 的 直观 方法 ,是 用 区 间 革 ,mt]i 上 的 一 系列 梯形 的 
面积 来 近似 。 
定理 7.2{( 组 合 梯形 公式 ) 设 区 间 [e,b] 被 等 距 节点 为 = e+ 种 ,= 0,1,…，, 末 ,分 为 宽度 为 
站 = (六 -6)/N 的 邮 个 子 区 间 [ 入 ,si]。 复 个子 区 间 前 组 合 梯形 公式 可 以 表示 为 三 种 等 价 
方式 之 中 的 任何 一 种 : 





7 = 各 守 Ca ra) (Ga 
国 
TU 有 = 生 O+ + 叶 + (GDb) 
或 
Ti = 专 (K(a) + AGO)D + 4 呈 Aa) (lo) 
这 且 区 间 [a, 押 内 7) 积分 的 一 种 逼近 , 写 为 ; 
Jom ro OO) 


证 明 : 在 每 个 子 区 间 [xx-:, xx] 上 应 用 梯形 公式 ( 见 图 7.6), 利 用 子 区 间 上 积分 的 可 加 性 ; 
站 et 册 
jw = 六 Mo = 袜 和 are) (9) 


由 于 pa/2 为 常数 ,由 加 法 分 配 律 可 得 式 (1a)。 式 (lb) 为 式 (1a) 的 展开 式 。 式 (1e) 表 示 如 何 将 
式 (lb) 中 所 有 被 2 乘 的 项 写 在 -一 起 的 形式 。 








图 7.6 用 组 合 梯形 公式 逼近 昌 线 
7=2+sin(2Yx) 下 的 面积 


用 分 段 线性 多 项 式 逼 近 函 数 几 s) =2+ sin(2Vz) ,得 到 的 结果 中 有 些 点 处 为 闭 形式 的 逼 
近 , 有 些 点 处 为 开 形式 的 逼近 。 为 了 保证 精度 ,必须 在 许多 子 区 间 上 应 用 组 合 梯形 公式 。 在 下 
而 的 例子 中 我 们 在 区 间 [1,6] 内 进行 数值 积分 ,区 间 [0,1] 内 的 积分 留 作 练习 。 
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例 7.5 考虑 函数 Fr) =2+sin(2Vx), 利 用 组 合 梯形 公式 和 11 个 采样 点 来 计算 区 间 [1,6] 内 
大 s) 的 积分 的 近似 值 。 
解 : 
我 们 用 =10 和 产 =(6-1)/10= 1/2 生成 11 个 采样 点 ,利用 式 (lc) ,计算 得 : 


呆 [六 直 = 丈 oo ye) 
+ 去 (人 缚 +) + 人 二 7) + 人 (二 + + 呈 *Ao*A 二 ) 


= 到 〔〈2.90929743 + 1.01735756) 





+ 到 (2.63815764 + 2.30807174 + 1.97931647 + 1.68305284 + 1.43530410 
+ 1.24319750+ 1.10831775 + 1.02872220+ 1.00024140) 

= 本 (3.92665499) + 二 (14.42438165) 

= 0.98166375 + 7.21219083 = 8. 19385457 


定理 7.3( 组 合 辛 普 生 公式 ) 设 区 间 [e, 轨 由 科 = e+ 大 天 =0,1…,24 分 为 2M 个 宽度 为 
Ah= (- 4)/24 的 等 距 子 区 间 [x ,xs]。24 个 子 区 间 的 组 合 辛 普 生 公式 可 表示 为 三 种 等 价 
方式 之 一 : 


SC1 朋 = 条 训 (sea+47(ca-D+ACeaa) (4 

或 : 

S07 间 = 各 CR+ 人 +2+ 铺 

+ +2Pwa+4Pr + 万 rr) (4b) 

或 ; 
SA 人 = 二 WOOD) + 全 富 7laoD+ 可 蚊 Kas (4e) 

这 是 对 7 x) 在 [ae ,] 内 积分 的 一 种 通 近 , 写 为 : 

人 mms 有 G) 


证 明 : 在 每 个 子 区 间 [ xs。。*wx ] 上 应 用 辛 普 生 公式 ( 见 图 7.7) ,利用 子 区 间 上 积分 的 可 加 性 ; 
[ram - 袜 六 Ke)a 
拉 二 12 


~ 叫 条 (ar rmtrAaD) 0 

由 于 /3 为 常数 ,可 由 加 法 分 配 律 得 到 式 (4a), 式 (4b) 是 式 (4a) 的 展开 形式 。 式 (4c) 是 将 式 
(4b) 中 的 被 2 乘 和 被 4 乘 的 项 写 在 一 起 的 形式 。 

用 分 段 2 次 多 项 式 台 近 本 数 所 x) = 2 + sin(2V2) ,得 到 逼近 为 闭 的 和 非 闭 的 形式 ,为 了 保 


证 精度 ,必须 在 许多 子 区 间 上 应 用 组 合 辛 普 生 公式 。 在 下 面 的 例子 中 我 们 在 区 间 [1,6] 内 进行 
数值 积分 ,区 间 [0,1] 内 的 积分 留 作 练习 。 
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图 7.7 用 组 合 辛 普 生 公式 再 近 曲线 
7=2+sin(2Yxz) 下 的 面积 


例 7.6 考虑 画 数 FLx)=2+sin(2Vx), 利 用 组 合 公式 和 11 个 业 样 点 来 计算 区 间 [1,6] 内 的 
Xxz) 的 积分 的 近似 值 。 
解 ; 
我 们 用 弄 =5 和 瑚 =(6-1)710= 12 生 成 11 个 采样 点 ,利用 式 (4c) ,计算 得 ， 


SC 下 = 音 (D HA) + 村 CR2)+73)+K4 +AS)) 


+ 人 (下 * 人 人) 


《2.90929743 + 1.01735756) 





工 
6 
十 可 (2.30807174+ 1.68305284 + 1.24319750 + 1.02872220) 


+ 时 (2.63815764+ 1.97931647 + 1.43530410 + 1.10831775 + 1.00024140) 


= 站 (3.92665499) + 本 (6.26304429) + 卫 (8.16133735) 
= 0.65444250 + 2.08768143 + 5.44089157 = 8.18301550 
7.2.1 误差 分 析 


下 面 两 个 结果 的 重要 性 在 于 ,知道 了 组 全 梯形 公式 和 组 合 辛 普 生 公式 的 误差 项 玉 ( 广 如 
和 局 (记忆 分 别 为 D( 尼 ) 和 O( 和 z) 阶 。 这 说 明 当 步 长 向 0 减少 时 ,六 普 生 公式 的 误差 比 棉 瑚 
公式 的 误 关 更 快 地 收敛 到 0。 当 7z) 的 导数 已 知 时 ,可 用 公 址 ， 
丽人 月 = 二 全 -二 ( 丰 和 避 人 有 们 = 二 候 -3 全 
来 估计 得 到 给 定 精 度 的 近似 所 需要 的 子 区 间 吉 。 
推论 7.2( 檬 形 公式 的 误差 分 析 】 设 区 间 [e,1 ] 被 分 为 宽度 为 及- (5 - oj/1f 的 杂 个 子 区 间 
[aas] ,组合 梯形 公 趟 : 


。 
Fr 有 -ao AD) AS 7) 








是 对 积分 : 
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rom = 7(P 有 + ( 户 辣 (8) 
的 一 个 逼近 。 若 FE cz[a, 引 , 则 存在 一 个 值 c, ae < c < 5 使 得 误差 项 媚 :(/,#) 具 有 如 下 形 
式 : 
2 2 
应 (/ 有 = 二 全 -全 六 (人 丰 - 0() (9) 
证 明 ; 首 先 确定 公式 在 区 间 f xo ,xi ] 上 的 误差 项 。 对 拉 格 明 日 多 项 式 Pi (z) 进 行 积分 ,其 余 
项 为 ， 
站 ADa= 关 mo (10) 
0 加 


在 区 间 (x - x)(x - ) 上 ,项 [xo, xj] 符号 不 变 ,而 AP (c(x)) 连 续 , 故 积分 的 第 二 中 值 定理 隐 
含 说 明 , 存 在 一 个 值 c, ,使 得 


站 roDw Ace 
对 (1) 式 右 映 的 积分 进行 变量 代 换 x = xo + 忆 : 
名 2 了 
三 raw 一 和 十 万) 2 (E 0) 人 -1)Rae 


= 和 + 全 人 二 [ ee- 引起 
(ceD 相 
12 


(区 -Fec(Cz)) 
了 人 eeDw 


全 区 二 41D 


-过 (6+rA)- (12) 


将 所 有 区 间 [s ,zi 上 的 误差 项 相 加 ,得 : 
ju = 六 mow 





-= 福生 re) - 息 立 /Co) 
第 一 个 求 和 式 为 组 合 梯形 公式 PK , 力 ), 在 第 二 项 中 ,用 的 一 个 等 式 上 = (2 - a)/1 进行 换 ,得 。 
[rom = ro- 到 (二 Po ) 
插 号 中 的 项 可 看 作 是 2 阶 导数 的 一 个 均值 , 故 可 由 > 《和 换 。 从 而 得 到 ; 
[row -= 7T(P 有 - 他 = 站 





推论 7.2 得 证 。 
推论 7.3 ( 辛 普 生 公式 的 误差 分 析 ) 设 [ ,1 被 分 为 宽度 为 天 = (8 - a)/(2 邓 ) 的 24 个 等 宽 
度 子 区 间 ,组 合 辛 普 生 公式 


本 
SU 内 = 且 U(a AD)+ 忒 习 Ha + 参 六 Kao) 《14) 

为 积分 ， 
aa = SC 有 + 下 (5) 
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的 一 个 通 近 。 并 且 ,车 E C[a,], 则 存在 一 个 值 we < e < 6， 使得 误差 项 已 (记忆 具有 ， 
已 (月 = 二 人 人) 且 -00 06) 








的 形式 。 


例 7.7 考虑 所 x)=2+sin(2VXZ), 计 算 在 区 间 [1,6] 内 使 用 组 合 梯形 公式 , 且 子 区 间 数 为 10、 
20、40、80 和 160 时 的 误差 。 


衷 ?7.2 f(X=2+sint2V 2 在 [1,6] 内 的 组 合 梯形 公式 。 

















有 矶 TO Er( Ai = O( 有 2) 
10 0.S 8.193 854 37 -0U.010375 和 
20 0.25 8.186 049 26 -0.00257006 
和 0.125 8.184 120 19 一 0.000 64098 
助 0.0625 8.183 639 36 =-0.0001615 
160 0.08125 8.183 519 24 -0.00004003 





表 7.2 给 出 了 盘 近 7( 六 下) ,7(xz) 的 不 定 积分 为 ; 
F(z) =2z -VE cs(2V5)+ 开 (27 2 
而 定 积 分 的 真 值 为 : 
rom -= FPCs)1229 = 8.18347920770 
该 值 用 来 计算 表 7.2 中 的 Er(7, 户 ) = 8.1834792077 - TCF 有)。 观 察 到 当天 减少 丁 ( 户 ) 
时 ,所 得 的 误差 减 至 约 于 ,这 一 点 很 重要 ,因为 它 证 实 了 误差 的 阶 为 DO( 包 2)。 


例 7.8 考虑 FPCx)=2+sin(2Vx), 计 算 在 区 间 [1,6] 内 使 用 组 合 辛 普 生 公式 , 且 子 区 间 数 为 
10.20、40、80 和 160 时 的 误差 。 
表 了 .3 给 出 了 逼近 S( 广 天) ,积分 的 真 值 为 8.1834792077, 用 它 来 计算 表 7.3 中 的 ( 记 ) 


=8.1834792077 - S( 记 及 ) ,注意 到 当 减少 生 时 ,相应 的 误差 区 ( 太 甩 ) 减 少 为 原来 的 约 
1 


放 , 这 证 实 了 误差 的 阶 为 O( 各 )。 
例 7.9 计算 机 和 和 步 长 ,全 得 组 合 禄 形 公式 对 通过 轴 ( 太 用) 的 误差 5x10-* 小 于 | dc/e ~ 
TCF 。 
被 积 函 数 为 f(x) = 1/x， 其 前 2 阶 导数 为 (z) = -LUx2 和 Jo(z)=21z。[2,7] 内 


HR (s)1 的 最 大 值 在 端点 “=2 处 取得 , 歼 对 1 (e)1s 1 (2)1= 于 ,有 2<e<7。 代 
入 式 (9) ,得 : 


1 
_ 吕 -2 本 5 


(5 -orage) 记 
ID 全 2 人 <- 和 0G7) 
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甫 7.3 区 间 [1,6] 内 世 X) =2+ sin(2V xj) 的 组 合 辛 普 生 公式 








有 丰 SAA) (Ai = CC) 
上 0.5 8.18301549 0.00046371 
]0 0 .5 8.18344750 0.00003171 
加 0.125 8.18347717 0.00000204 
4 0.0625 8.18347908 0.00000013 
80 0.03125 8.18347920， 0.00000001 














砂 长 疡 和 型 满足 关系 天 =3/ 肝 ,代入 式 (17), 得 关系 式 : 


1mr(7i1< 各 汪 <5x10” (9) 
重 写 式 {18) ,使 之 易于 求解 1 : 
复 xlop < 只 (19) 


对 式 (19) 求 解 ,得 22821.77 壹 拷 。 由 于 形 必须 为 整数 ,选择 财 = 22 822, 对 应 的 步 长 为 瑚 = 
5/22 822 = 0.000219086846。 当 用 这 么 多 次 函数 求 值 来 计算 组 合 梯形 公式 的 值 时 ,很 有 可 
能 函数 的 含 入 误差 会 相当 大 。 用 该 值 进行 计算 ,结果 为 ; 


T( 记 二 人) = 1.252762969 
与 真 值 | 3 dx/x = 1m(x)1223 = 1.252762968 相 比 ,误差 较 预 测 的 小 ,因为 使 用 了 1jJ2(c)1 
的 于 界 。 实验 玫 明 ,要 达到 精度 5x 10-"， 需 要 10 001 次 函数 求 值 , 当 使 用 W = 10 000 进 
行 计算 时 ,结果 为 : 
玫 记 坷 疝 ) -1.252762973 
组 合 梯形 公式 通常 要 求 大 量 的 函数 求 值 才 能 得 到 准确 的 答案 。 与 下 面 例子 中 的 辛 普 生 公 
式 相 比 ,后 者 只 需 少 量 的 函数 求 值 。 
例 7.10 计算 M 和 步 长 户 ,使 得 组 合 辛 普 生 公式 的 误差 本 (总 ) 比 各 近 式 arz = SA 
的 误差 5x10-? 小 。 
被 积 画 数 为 Kx) = Hz 而 (yx) =241x5。[2,7] 内 在 端点 s =2 处 可 取得 14(c)1 的 最 
大 值 ,从 而 得 到 ,对 2<es7, 衣 1/o(e)1s LA (2)1= 呈 。 代 入 式 (16), 得 ; 





1 肥 (P DIGG 人 ce 及 1 0 
步 长 六 和 打 满足 关系 声 = 5/(24) ,代入 式 (20) ,得 关系 式 : 
1 本 (PDT <5x10- ? (21) 
重 写 式 (21) ,使 之 易于 求解 KM: 
驹 xlos 寻 (22) 
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对 式 (22) 求 解 ,得 112.95 < MH。 由 于 好 必须 为 整数 ,选择 M = 113, 对 应 的 步 长 为 严 = 
5/226 = 0.02212389381。 当 计算 组 合 辛 普 生 公式 时 ,结果 为 : 

Sf / 动 = 1.252762969 
与 arz = ln(z) 1 = 1.252762968 一 致 。 实 验 表 明 , 得 到 精度 5x 10-? 需 要 大 约 129 
次 通 数 求 值 。 当 用 开 = 妈 进行 计算 时 ,结果 为 ; 

| / 训 ) = 1.252762973 


于 是 可 知 , 使 用 229 次 泌 *) 求 值 的 组 合 辛 普 生 公式 与 使 用 22 823 次 /*) 求 值 的 组 合 梯形 
公式 得 到 同样 的 精度 。 在 例 7.10 中 , 辛 普 生 公式 的 函数 求 值 次 数 只 有 梯形 公式 的 Ti 。 





程序 7.1( 组 全 样 形 公式 ) 通过 凡 z) 的 Wf + 1 个 等 步 长 采样 上， 
站 De- 生 Or) raDRa ec012 
通 近 积分 x = e+ 矶 。 注 意 :xo = a, 而 XU 二 吾 








functiocn s = traprl( 夺 ,abyM) 


委 InPUL - fis the irtegrand input as a String "f” 

多 - aandqpare UPPer anG lowe 1jmits of integratiorn 
多 - M is the number of subintervals 

sOutput 。”- sis the trapezoidal rule sum 

h=(b-a)pnd; 

S=0; 


fork=t:(M-1) 
= 忌 +hx kf 
S= S+ feval(f,x)5; 
end 
S=hx(feval(f,a) + feval(f,b))/2+hx ss 





程序 7.2 (组 合 辛 莹 生 公式 】 通过 fx) 的 2M + 1 个 等 步 长 采样 点 ; 
[ra rAD)+ 等 妈 A(e) + 等 7(mt) ,= 0.1.2。…2 有 
逼近 积分 w = ae + 矶 。 注 意 :xo = ,而 am 二 起 





function s = simprl(f,ayb,M) 


外 InPut -~ fisthe irtegrand input as a string "f 
多 - aangb are upper and lower limits of integration 
争 - M is the number of subintervals 


% Output - s is the simpson rule sum 
h= (b-a)/(2xM)i 
es1= 0 
s2=0i 
Eforx=1:M 
= 已 + 上 (2#K-1); 
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7.2.2 


1 


I 


网 


疏 


s1= sl1+ feval(E,x) 
end 
fer k=l:(M-1) 

x+hx2xks 

s2 = S2 + feval(f,x)3 
end 


S=hxf(feval(f,a)+ feval(f,b)+4xSsl+2 s2)/3; 
习题 


GD 用 W = 10 的 组 合 梯形 公式 求 下 列 每 个 积分 。 
《i) 用 条 =5 的 组 合 辛 普 生 公式 求 下 列 每 个 积分 。 


四 | Gy ea 

介 | + sinG2vV3))d 
人 四 | ar 
(ee 

(e) 2zoos(aw 


(9 ica)e 


- 曲线 长 。 曲 线 了 = (zx) 在 区 间 esx<z 的 红 长 为 ， 


驶 长 = | VIPCG 厅 w 


(0 用 好 = 10 的 组 合 梯形 公式 求 下 列 每 个 函数 的 弧 长 。 
《ii) 用 失 =5 的 组 合 辛 普 生 公式 求 下 列 每 个 函数 的 弧 长 。 


(a) Kx) = 和 ， 0<yx<s1 
(b) F(z) =sin(x) ， 0<xsr/4 
(e]) Kxz)=e ， 0<x<s1 


表面积。 由 曲线 7= 妃 *),a<x<8, 绕 > 轴 旋 转 得 到 的 立体 ,其 表面 积 根据 


面积 = 2r| 7(e) VTSDFe 计 竹 


人 用 M= 10 的 组 合 梯形 公式 求 下 列 每 个 表面 积 。 
《 芝 用 于 =5 的 组 合 辛 普 生 公式 求 下 列 每 个 表面 积 。 
(a) zx) = 好 ， 0<xs1 

(b) Raz)=sin(z) ， 0<xz<r14 

《ce) Kx)=e ， 0<x<1 





，(a) 证 明 : 梯 形 公式 (CH =1,5=1) 对 区 间 [0,1] 内 形 如 头 x) = cz + om 的 次 数 小 于 等 


于 工 的 多 项 式 是 精确 的 。 
(b) 利用 被 积 画 数 扩 x) = cs 委 , 证 明 : 简 形 公式 (W = 1 =1) 在 区 间 [0, 匡 内 有 误差 项 ， 
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2 2 
避 ( 广 癌 = -4- (ec) 天 


， (a) 证 明 : 辛 普 生 公式 〔(M = 1 六 =]) 对 区 间 [0,2] 内 形 如 .F(x) = cx3 + eax2 + ex+ 


os 的 次 数 小 于 等 于 3 的 多 项 式 是 精确 的 。 
《b) 利用 被 积 本 数 z) = cz 证明: 辛 兽 生 公式 (M = 1 = 1) 在 区 间 ;0,2] 内 有 误差 硕 ; 
启 ( 间 = 二 全 -放生 


， 用 待定 系数 法 推导 出 梯形 公式 (M = 1,= 1)。 


即 : 

(a) 求 常数 w。 和 ,使 得 | (由 = cog(0) + wlg(1) 对 函数 5(t) =1 和 &(t)= 
上 是 精确 的 。 

(b) 利用 关系 式 几 xo + 瑚 ) = 8( 世 和 变量 替换 > = ze+ 并 和 必 = 中 , 将 梯形 公式 由 
区 间 [0,1] 平 移 到 区 间 [xo ,xi ]。 

(a) 的 提示 :可 以 得 到 关于 2 个 未 知 量 wo 和 wi 的 线性 方程 组 。 





。 用 待定 系数 法 推导 出 辛 普 生 公式 (M = 1 = 1)。 


(9) 求 常数 wow 和 mw ,使 得 | e(D) = wog(0) + ug(D + wag(2) 对 画 数 g(D)= 
18(D) =+ 和 &(D)= = 是 精确 的 。 

(b) 利用 关系 式 扩 zo + 天 ) = &( 轧 和 变量 等 换 * = mo + 下 和 = 三 ,将 衬 形 公式 由 
区 间 [0,2] 平 移 到 区 间 [ mx]。 

(ay) 的 提示 :可 以 得 到 关于 3 个 未 知 量 wo ywy 和 w， 的 线性 方程 组 。 


， 计算 杂 和 步 长 下 ,使 得 好 个 子 区 间 的 组 合 樟 形 公式 可 以 用 来 计算 以 下 的 函数 , 旦 有 


精度 5x 10-?: 
(人 站 cow 


() 『 也 
(oe) | 
《ce) 的 提示 :2(z)= (xz -2)e- 





。 计算 W 和 步 长 记 , 使 得 2M 个 子 区 间 的 组 合 辛 普 生 公式 可 以 用 来 计算 以 下 的 函数 , 且 


有 精度 5x 10-?: 
本 

() | cos(x) dz 
-6 





oo 计 冯 
2 
(| em 


(e) 的 提示 :Jo (z)= (xz -4)e- 


. 考虑 定 积分 | cos( zs = 2sin(0.1) = 0.1996668333 ,下 表 给 出 了 组 合 梯形 公式 的 
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近似 值 ,计算 析 ( Apz) = 0.199668 - 了 ( 六 娘 ) ,并 证 实 其 精度 为 O( 天 )。 下 玫 给 定 为 : 

















四 入 SU 了 和 =D(P) 
卫 0.2 0.199 0008 
了 0.1 0.199 5004 
二 0. 拘 人 .1996252 
8 0.025 D.199 6564 
16 0.025 0.199 6 人 2 
5 
11， 考虑 定 积分 | eg(xz) dx = 2sin(0.75) = 1.363277520 ,下 表 给 出 了 组 合 辛 普 生 公 式 的 


近似 值 ,计算 为 (/,) = 1.3632775 - S(/, 放 ) ,并 证 实 其 精度 为 O( 及 )。 下 表 给 定 为 ， 




















打 下 SP) rrCp 有 = 加 (和 ) 
1 0.75 1.365 8444 
2 0.3375 1.363 4298 
全 0D.1875 .363 2869 
8 有 0.09375S 1.363 2781 





12. 中 点 公式 。[ zxo,xi ] 的 中 点 公式 为 ; 
| AD = 研 m 十 引 ) 十 息 A2(e0 ,其 中 居 = 局 





则 有 : 
《a) 将 所 zx) 的 不 定 积分 PCz) 在 点 m + Ai/2 展开 为 泰勒 级 数 ,并 建立 [ xo, 和 ] 上 的 中 
点 公式 。 


(b) 用 (a) 的 结果 ,证明 :[fa, 内 大 <) 积 分 的 组 合 中 点 公式 为 : 
MCAp) = 4 立 e + 人 -二 由， 1 
这 是 /xz) 在 [o, 扫 内 的 积分 的 二 种 通 近 , 写 为 ， 
站 rom 
《ce) 证 明 :(b) 的 误差 项 杰 e( 关 天 ) 为 : 
(Pi = 务 > etay -人 思 人 (e - oO 











13. 用 好 = 10 的 中 点 公式 计算 习题 1 中 的 积分 。 
14. 证 明 推论 7.3。 


7.2.3 算法 与 程序 


1 〈a) 对 习题 1 中 的 每 项 计算 W 和 步 长 天 ,使 得 可 以 用 组 合 梯形 公式 计算 给 定 的 积分 ， 
并 精确 到 小 数 点 后 第 9 位 。 用 程序 7.1 求 每 个 积分 。 
(b) 对 习题 { 中 的 每 项 ,计算 W 和 步 长 天 ,使 得 可 以 用 组 合 辛 普 生 公式 计算 给 定 的 积 
分 ,并 精确 到 小 数 点 后 第 9 位 。 用 程序 7.2 求 每 个 积分 。 

2， 用 程序 7.2 求 习题 2 中 的 定 积分 ,精确 到 小 数 点 后 第 11 位 : 
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个 


必 


7.3 


.组 合 梯形 公式 可 用 于 求 只 有 若干 点 函数 值 已 知 的 函数 积分 。 将 程序 7.1 改写 为 求 区 


闻 [e,b 内 过 失 个 给 定点 的 函数 A(*) 的 积分 逼近 (注意 :节点 不 需要 是 等 距 的 )。 惠 
用 该 程序 求 过 点 {【(v 殉 + Ts) }，。 的 函数 的 积分 逼近 。 


- 组 合 辛 普 生 公 式 可 用 于 求 只 有 若 于 点 函数 值 已 知 的 函数 积分 。 将 程序 7.2 改写 为 求 





区 间 [a, 习 内 过 W 个 给 定点 的 通 数 .xz) 的 积分 逼近 (注意 :节点 不 需要 是 等 距 的 )。 
利用 该 程序 求 过 点 {(w 素 +1T, is]j}。 。 的 函数 的 积分 允 近 。 


:修改 程序 7.1, 使 之 用 组 合 中 点 公式 (习题 12) 来 有 逼 近 函 数 /zx) 在 [e ,内 积分 。 利 用 


该 程序 求 习 题 1 中 的 定 积分 ,精确 到 小 数 点 后 第 11 位 。 





使 用 本 节 的 任意 算法 , 求 下 面 每 个 定 积分 的 台 近 ,精确 到 小 数 点 后 第 10 位 : 


(全 六 sa LUx) ax 


《 庆 二 7 柯 才 


… 下 面 的 例子 说 明 如 何 用 辛 普 生 公式 来 求 积分 方程 的 近似 解 。 用 辛 普 生 公式 和 上 产 = 12? 来 


求解 方程 wz) = 2+ 0.] (2 + 0)s(Dd , 设 由 =0,5=12 和 口 =] ,出 : 
De 区 (2 romr42+ msDo 
令 ， 
zf 加) = 对 + 0.1( 襄 (( 吧 +ODt+4(A2 + 羡 )a + 【了 十 Do)) (D) 
将 za=0,x =12 和 xz =1I 代 人 式 (1), 得 线性 方程 组 ， 
=0+ 击 (0)m+2o +oa) 


(了 samva 


=1+ 而 (oo+6a 十 2p2) 


将 式 (2) 的 解 (ae = 0.0273,p = 0.2866,v = 1.0646) 代 人 式 (1) 并 简化 之 ,得 ; 

tY) se1.037305x2 + 有 .027297 《3)》 
《a) 作为 验证 ,将 该 解 代 人 到 积分 方程 的 右 端 ,对 其 进行 积分 ,并 与 式 (3) 的 结果 比较 。 
(b) 利用 组 合 辛 普 生 公式 和 瑚 = 0.5 来 求 积分 方程 ; 


tx) = 好 +0 直 = 二 切 2 人 竹 
的 近似 解 。 并 用 (a) 中 的 过 程 验证 该 解 。 


递归 公式 与 龙 贝 格 积分 


(2) 





本 节 中 我 们 将 说 明 如 何 用 梯形 公式 的 线性 组 合计 算 辛 普 生 有 逼近 。 如 果 用 大 量 的 子 区 间 ， 
则 该 和 近 会 有 很 高 的 精度 ,如 何 选择 子 区 间 的 数目 ? 下面 的 过 程 将 通过 对 2 个 子 区 间 ,4 个 子 
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,进行 试验 ,直至 得 到 想 要 的 精度 来 回答 这 一 问题 。 首 先 要 生成 一 个 榜 形 通 近 的 序列 
17(J) 当 子 区 间 数 目 增加 - 售 时 ,函数 求 信 的 次 数 也 近似 加 们 ,因为 必须 在 所 有 的 先前 的 点 
和 先前 区 问 的 中 点 对 画 数 进行 求 值 ( 见 图 7.8)。 
定理 7.4 (连续 榜 形 公式 】 设 J>1, 点 js = e+ 及 | 将 [a;b] 划 分 为 27= 2 人 1 个 宽 朗 为 = 二 
一 @)/2 的 子 区 间 。 梯 形 公式 F(, 妈 和 7(,2 有 满足 如 下 关系 ， 

FT 有 = 了 2 An) 上 
































Jo 




















的 ， 





图 7.8 (a) 7(0) 为 2 = 1 个 梯形 的 面积 
(b) 7(1) 为 2 =2 个 梯形 的 面积 
(o) 7(2) 为 2 =4 个 梯形 的 面积 
(d) 7(3) 为 2 =8 个 梯形 的 面积 
定义 7.3 (梯形 公式 序列 】 定义 7(0) = 冯 (/(o) + 成 6)) 为 步 长 为 天 = -ea 的 梯形 公式 , 则 


对 J>1, 定 义 T(J) = T(CA, 有 ,其 中 7(CAi) 是 步 长 为 (5 - e)127 的 梯形 公式 。 
推论 7.4 (递归 梯形 公式 】 由 70) = 冯 (FCo) + 大 3)) 开 始 ,由 如 下 递归 公式 可 生成 一 个 梯 
形 公式 17(J)1 的 序列 ， 
TCD) = 开 太 了 + 4 辫 7to- D， 了 = 12 (2) 
其 中 下 = (5- a)A27 ,并且 | =a+ 碌 | 
证 明 : 对 偶 节 点 ze < x <… < xaw-s < 4ow ,使 用 步 长 为 28 的 梯形 公式 ， 


T01-D= 剑 (0436 + 六 + 和 264s+25wst 有 ) (3) 
对 所 有 节点 和 < < 各 <… < av _i< so, 使 用 步 长 为 二 的 梯形 公 趟 ; 
T( 人 = 冯 (i+2+264+28a42o+A) (9 


收集 式 (4) 中 下 标 为 奇数 和 偶数 的 项 ,得 ; 
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册 
(六 = 主人 + 马 + 人 42 t+ 记 - (5) 
将 式 (3) 代 人 式 (5), 得 FT(J) = 7C7 - 1D/2+ 六 ,证 毕 。 


例 7.11 用 连续 料 形 公式 计算 积分 | dels = ln(5) - ln(1) = 1.609437912 的 逼近 式 T(0)， 


7(1) ,7(2) 和 了 (3)。 
表 7.4 给 出 了 计算 T(3) 所 需 的 9 个 值 和 计算 T(1),，T(2) 和 7(3 ) 所 需 的 中 点 值 。 求 值 的 
详细 过 程 如 下 : 


当下 =4; 7(O) = 子 (1. 000000 + 0.200000) = 2.400000 


当 =2:7(1) = 0) + 2(0.333333) 
= 1.200000+ 0.666666 =1.866666 
当 五 =1:7(2)= 2 + 1(0.500000+0.250000) 
= 0.933333 + 0.750000 = 1.683333 
此 大 = 二 :7(3) = 了 22 + 二 (0.666667 +0.400000 


+0.285714 + 0.222222) 
=0.841667 + 0.787302 = 1.628968 
下 面 的 结果 说 明了 梯形 公式 与 六 普 生 公式 之 问 的 重要 关系 。 用 步 长 24 和 上 来 计算 榜 形 
公式 的 结果 分 别 为 (7,2 有 和 7(A,)。 用 这 些 值 的 组 合 可 得 辛 普 生 公式 ; 
SO01 月 = 人 TU 有 了 TU3 (6) 


定理 7.5 (递归 辛 普 生 公式 ) 设 {7(J)} 为 由 推论 7.4 产 生 的 梯形 公式 序列 , 若 J>1, 且 5(J) 
为 区 间 f e, 约 2 个 辛 普 生 公式 , 则 S( 7 和 7( 了 - 1),7(J) 满 足 关 系 式 ， 








5 站 = 开 ( 全 -=- 马 ，J=12， (7) 
表 7 了 -4 用 来 计算 T{3) 的 9 个 点 和 计算 T(1),T(2) 和 T(3) 困 要 的 中 点 值 
区 _ 工 计算 7(0) 需 要 的 计算 民 1) 需 要 的 计算 7(2) 需 要 的 计算 F(3) 需 要 的 
“7 = 端点 值 中 点 值 中 点 利 中 点 信 
上 .0 1.000000 1.000000 
1.5 0.666667 0.566667 
2.0 0.500000 0.500000 
2.5 .400000 0.400000 
3.0 0.333333 0.333333 
3.5 站 .285714 0.285714 
和 .0 0.250000 0.250000 
4.5 0.222222 0.222222 
S.0 0.200000 0.200000 
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证 明 :由 步 长 为 上 的 樟 形 公式 7( 得 到 表 近 : 
人 rm 和 2 


= 7(J) 
由 步 长 为 22 的 梯形 公式 7(J - 世 得 到 逼近 ， 


om 26+ arr = TD 


将 (8) 式 乘 以 4, 得 ; 
4 ram C++ 已 4450 4 28) 


= 47( 放 
式 (10) 减 去 式 (9) 得 : 


3 如 = AN: 饭 + 对 + 


=47(J) -7T(7 -DT) 
该 式 重 写 为 : 





站 可 和 0 全 
_47COD -07-D 
3 
式 (2) 中 的 中 项 为 六 莹 生 公式 8(J) = S(/ 胃 ,从 而 定理 得 证 。 
例 7.12 用 连续 辛 普 生 公式 求 例 7.11 中 的 积分 去 近 式 S(1),S(2) 和 S(3)。 


利用 例 7.11 中 的 结果 和 公式 (7) 及 了 = 1,2,3, 计 算得 : 
_47(D =- T(0) 4(1.866666) -2.400000 
S(1) = 了 = 5 





=1.688888 


47(2) -了 (1) 4(1.683333) -- 1.866666 
3 本 3 


S(2) = =1.622222 





3(3) = 





417G) 了 Z(2) 二 区 028968) 二 1.683333 _ 1.610846 


(8) 


《9) 


(10) 


(ll) 


在 7.1 节 中 ,布尔 公式 由 定理 7.1 给 出 , 它 是 通过 对 基于 节点 ,zi ,za,z 和 xs 的 4 次 拉 
格 记 日 多 项 式 求 积 分 得 到 的 。 另 一 种 建立 布尔 公式 的 方法 在 习题 中 给 出 。 当 对 区 间 [ ,8] 内 
宽度 为 上 = ( - a)/(44) 的 414 个 等 间 虐 子 区 间 应 用 次 布尔 公式 时 , 称 之 为 组 合 布尔 公式 ; 


BA = 著 电 1 221 hs 327 TD) 
下 面 的 结果 给 出 了 连续 布尔 公式 和 辛 普 生 公式 的 关系 。 





定理 7.6 (递归 布尔 公式 ) 设 18(.J)| 为 由 定理 7.5 产生 的 辛 普 生 公式 序列 ,车 Jz>2 且 B(J) 
为 区 间 [ ea , 缮 内 2 个 子 区 间 的 布尔 公式 , 则 8( 7 与 辛 普 生 公式 SC(J- 1D) 和 S(J) 满足 关系 ， 


16SC) - SC7 -了 
BC]) = 1530 3 全 ， 


了 = 2 


(14) 
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证 明 留 作 练习 。 
例 7.13 用 连续 布尔 公式 求 例 7.11 中 积分 的 逼近 中 (2) 和 瑟 (3)。 
根据 例 7.12 中 的 结果 \ 式 (14) 及 J=2 和 3, 计 算得 : 


(2) - 163( = SC) _ 1601622222 2 一 1.688888 _ 1 617778 





168(3) - S(2) 16(1.610846) - 1.622222 
15 15 


百 (3) = = 上 .610088 





读者 可 能 对 我 们 的 目标 感到 疑惑 ,现在 我 们 来 证 明 式 (7) 和 式 (14) 都 是 龙 贝 格 积分 的 特 
例 。 对 例 7.11 积分 的 下 一 级 逼近 为 : 


SG B(2) 0LG0088) =1.617778 - 1.609490 





”该 答案 精确 到 小 数 点 后 第 5 位 。 
7.3.1 龙 贝 格 积分 


在 7.2 节 中 ,我 们 知道 组 合 梯形 公式 和 组 合 辛 普 生 公式 的 误差 项 本 (AP,z) 和 玉 ( 记 上 ) 的 
阶 数 分 别 为 O( 忆 ) 和 O( 天 )。 不 难 证 明 , 组 合 布尔 公式 的 误差 项 配 (/, 岂 ) 阶 数 为 (is), 故 
有 : 


[rom -rpDyrolP) (05) 
row- sy om 06) 
人 ae = B( 记 + O(1) (7) 


余 项 (15) - (17) 的 意义 如 下 : 设 一 个 逼近 公式 使 用 了 步 长 凡 和 26 ,然后 对 两 个 结果 进行 
代数 运算 ,得 到 改进 的 答案 。 每 个 改进 将 误差 项 的 阶 由 O( jey ) 提 高 到 OUjaw*2)。 该 过 程 称 
为 龙 贝 格 积分 , 它 有 自己 的 优点 和 缺点 。 

与 布尔 公式 相 比 ,牛顿 ~ 柯 著 斯 公式 用 得 较 少 ,这 是 因为 9 点 牛顿 _ 柯 还 斯 面积 公式 中 有 
负 的 权 值 ,而 超过 10 点 的 所 有 公式 中 都 有 负 的 权 , 这 会 导致 由 合 人 带 来 的 误 莽 。 龙 贝 格 积分 
的 优点 在 于 其 所 有 的 权 都 是 正 的 , 且 其 等 距 的 节点 横 坐标 易于 计算 。 

龙 贝 格 积分 的 缺点 之 一 是 ,为 了 将 误差 由 O(Hy) 降 低 到 O(j2w'2) ,函数 求 值 次数 增加 了 
一 倍 。 使 用 连续 公式 能 减少 计算 量 。; 龙 贝 格 积 分 基于 理论 假设 , 若 对 所 有 的 ,有 FE Cr[a， 
们 , 则 梯形 公式 的 误差 项 可 以 表示 为 一 个 只 包含 六 的 个 数 次 守 的 级 数 ， 即 ， 

[oa rr (18) 
其 中 : 
本 六 (六 下) = 加 要 二 ao 古寺 《19) 
对 公式 (19) 的 推导 可 在 参考 文献 [153] 中 找到 。 

由 于 公式 (19) 中 只 包 售 有 的 偶数 次 项 ,可 以 连续 地 使 用 理 查 远 改 选 (Richandson impve 

ment) ,首先 消去 ol, 接着 消去 w, 然 后 是 。, 以 此 类 推 。 该 过 程 产生 偶数 阶 次 的 误差 项 
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O(i),O(5) 和 OCP)。 我 们 将 证 明 , 第 一 次 改进 为 2W 个 区 间 的 辛 普 生 公式 。 由 7(.A27) 
和 YA 开始, 有 : 














人 ro = 了 (28) + ai4 本 + oa16 天 + @9 区 征 二 和 (20) 
和 
rm = ra (20 
将 式 (21) 乘 以 4, 得 ， 
fa)w = 47( 记 有 ai42 直 aa4 央 二 oo46 二 入 (02) 
通过 用 式 (22) 减 式 (20) 消 去 ai ,结果 为 : 
3 引 7ow -= 47(AR) -TCFP28) -wma6016 -… (23) 
用 (23) 式 除 以 3, 并 对 其 中 的 系数 重新 命名 ,得 ; 
rom - 47UPi) = TU2 和 0) 了 TUA2 和 着 (24) 


与 (6) 式 相同 , 式 (24) 的 右 端 第 一 个 量 为 辛 普 生 公式 S(A, 庆 )。 这 说 明 马 ( 天) 只 包含 声 的 偶 
数 委 次 项 : 








[rau = S( 六 天) + 机 下 十 六 下 二 3 太 二 ， (25) 
这 了 证 明 第 二 次 改进 为 布尔 公式 ,由 式 (25) 开 始 , 写 出 包含 SCP,2j) 的 公式 : 
[rom = SCP28) + 本 16 有 二 及 64j6 二 256 有 2 二 (26) 


当 从 式 (25) 和 式 (26) 中 消去 六 时 ,得 到 包含 布尔 公式 的 结果 ; 


， 168(CP 介 -3026 8248 一 咏 24012 
ram- 4 五 2 - G 


下 
= 了 吾 (FA) - 人 0 - 2 一 (27) 
龙 贝 格 积分 的 一 般 形 式 基于 引 理 7.1。 


引 理 7.1 { 龙 贝 格 积分 的 理 查 避 改进 ) 给 定 两 个 @ 的 和 逼近 R(28, 开 -1 和民 ( 有 ,天 -1), 满 
足 : 











@ = 届 ( 用 居 - 下 + cl ea 有 ke2 十 《28) 
和 : 
@ = 届 (2 下 ,天 -1) + el4 全 下 ez48eLR2tt2 十 《29) 
有 改进 的 逼近 , 形 如 ，: 
K 
CQ = 4 及 = RAR- D + oro) (30) 
证 明 留 作 练习 。 


定义 7.4 定义 [a,5 -内 成 *) 的 面积 公式 序列 | RCTJ, AD) :yz 天 7 如下; 
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R(J,0) = 7(J) ， 7>0( 是 连续 梯形 公式 ) 
R(J,D = S(J) ， yz>1( 是 连续 辛 普 生 公式 ) 61) 
R(7,2) = 6B(J)， ， 了 >2( 是 连续 布尔 公式 ) 


第 一 个 公式 1R(7,0) 用 来 产生 第 一 次 改进 1&R(J,1)} ,后 者 又 用 来 产生 第 二 次 改进 
1R(7,2)}。 我 们 已 知道 形式 : 
4R(70)-ROT-10) Jz1l 


R(J,D= ， 
(J,D 看 Go 
RU)=4RCDDFRU-LD ，Jz2 


在 式 (24) 和 式 (27) 中 用 式 (31) 中 的 符号 来 表示 。 构 造 改 进 的 一 般 公式 为 : 
4RCTK-D -ROOT-LK-1) 























RCT,K) = 友人 了 > 大 (33) 
为 计算 方便 , 值 R(7, 天 ) 以 表 7.5 中 的 方式 组 织 为 龙 贝 格 积分 囊 。 
表 7.5 龙 册 格 积分 表 

1 RGLO) RC7.1) R7,2) RC73) R(CT,4) 

梯形 公式 率 普 生 公 式 布尔 公式 第 三 次 改进 第 四 次 改进 
0 RCO,O) 
1 RD RD 
2 RODTET RCH Re 
3 RG,D) RG3, 1 RG,DTT- 。 RG,3) 
4 R(4, 0) R(4， 1) R 人 2 R43T。。 RG4 











例 7.14 利用 龙 贝 格 积分 计算 定 积分 的 近似 值 ， 
[ee e+ Deoa(z)ar = -2+ 于 + 下 = 2.038197427067… 
表 7.6 给 出 计算 过 程 ,每 一 列 中 的 数 都 收效 到 2.038197427067…， 辛 普 生 公式 的 列 比 梯形 
公式 的 列 收 敏 速度 快 。 在 本 例 中 , 相 邻 的 两 列 中 右边 的 列 的 亿 度 快 于 左边 的 列 。 
表 7.6 例 7.14 的 龙 贝 格 积分 表 




















了 有 (7 了,0) 亚 ( 1) 只 (了 ,2) R(7,3) 
梯形 公式 辛 普 生 公 趟 布尔 公式 第 三 次 改进 

0 0.785398163397 

1 1 ,726812656758 2.040617487878 

2 1.960534166564 2.038441336499 2.038296259740 

3 2.018793948078 2.038213875249 2,038198711166 2.038197162776 

4 2.033347341805 2.038198473047 2.038197446234 2.038197426156 

5 2.036984954990 2.038197492719 2.088197427363 2.038197427064 





若 我 们 考查 其 误差 项 百 ( 了 ,天 ) = -2+mj2+ 开 所 - 尽 ( 了 天 )， 则 表 7.6 中 龙 贝 格 值 的 收 需 
性 更 明显 。 设 区 闻 宽 度 为 瑚 = 六 ~- a, 且 xz) 的 更 高 阶 导 数 在 同一 量 级 上 , 龙 贝 格 表 第 天 
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列 的 误差 以 1232 = 1145 的 收编 比例 逐 行 递减 。 误 差 天 (了 ,0) 的 收缩 因子 为 14, 误 差 
匹 (了 1 的 收缩 因子 为 16, 以 此 类 推 。 这 可 以 通过 考查 表 7.7 中 的 | 瑟 ( 由 天 ) 得 到 。 


表 7.7 例 7.14 的 龙 贝 格 误差 表 





























了 到 ED =- OU) | ED=O) | Br2=O() | BA3)= OO ) 

站 百 一 吕 一 1.252799263670 

1 纯 2 一 0.311384770309 0.002420060811 

2 二 2 一 0.077663260509 0.000243909432 0.000098832673 

3 1 一 0.019408478989 0.000016448182 0.000001284099 -0.000000264291 

4 声 ? -0.004850085262 | 。 0.000001045980 0.000000019167 -0.000000000912 

5 场 一 0.001212472077 0.000000065651 0.000000000296 一 0.000000000003 
_| -| 





定理 7.7 ( 龙 贝 格 积分 的 精度 ) 设 FE Ca,b], 则 龙 贝 格 青 近 的 截断 误差 由 公式 : 
ro -= R(JK) + xzaea(Cn) 


= 斑 (7,R) + OCR ) (34) 
给 出 。 其 中 = (5 - ae)/27 ,px 为 依赖 于 天 的 常数 ,上 且 CrxE[ a,b]。 见 参考 文献 [153] 第 126 
页 。 
例 7.15 应 用 定理 7.7, 并 证 明 ; 
oou = 1024 = R(4,4) 

证 : 

被 积 函 数 为 Kx) = 10x, 且 Fo (xz)=0。 故 值 开 = 和 4 可 使 误差 项 恒 为 0, 通 过 数值 计算 可 

得 RC4,4) = 1 024。 





程序 7.3( 递 归 梯形 公式 ) 利用 梯形 公式 和 连续 增加 [ ,6] 的 子 区 间 数 来 逼近 : 


om 和 富 UCaD rAa) 
第 了 次 循环 在 27 + 1 个 等 距 点 处 对 Fx) 采 样 。 














function 了 = rctrap(f,abyn) 


多 Input - 斌 is the integrand input as a String ?ff 

多 -aandb are UpPper and lower limits of integration 
多 -mn is the number of times for recursion 

$ Output -了 is the recursive trapezoidal rule list 

M=1; 

P=b-ai 


T= zeros(1,n+1); 
T(1) = hx(feval(f,a) + feval(f,b))/23; 
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for k= 1:MV2 
Xx=at+hx(2x#Kk~1) 
S=s+feval(Et,x)3 
enad 
TGJ+1) =TC)M2+nxSsi 
end 











程序 7.4 ( 龙 贝 坟 办 分 】 通过 生成 J> 天 的 逼近 表 玉 (7 民 ) ,并 以 妨 (J+T +1) 为 
最 终 解 来 通 近 积分 : 


人 row an 


逼近 R(J,K) 保 存在 一 个 特别 的 下 三 角 矩 阵 中 ,第 0 列 的 元 素 R(7,0) 用 基于 2 个 [e,] 
子 区 间 的 连续 梯形 公式 计算 ,然后 利用 龙 贝 格 公式 计算 R(J ,天 )。 
第 了 行 的 元 素 为 : 











;下 一 1 一 一 1 二, 开 一 1 
ROAD RCIK-D+RCLR-LRRTLK-1 ，1<K<y 
当 IR(V,])-R7I+lJ+l)i<tol 时 ,程序 在 第 (了 7+ 1) 行 结束 
function [R,Guadverr,h] = romber(t,abnvtol》 
多 Tnput - 工 1sthe integrand input as 中 String " 工 " 
- aandb are Upper amd Lower limits of integzration . 
和 - ma is the maximum nurher of rows in the table 
多 - tol is the tolerance 
# Output - R is the Ronberg table 
多 - quad is the anadrature value 


~ err is the error estjimate 
- h is the smaljest step size Used 





R(1,1) = hx(feval(f,a) + feval(E,b))/2 
while((err > tol)&)(I<mn))1I(I<4) 
JTJ= 了 +1li 
h=h2; 
S=0); 
for pP=1:M 
Xx=a+hx(2yDp-1); 
S=Ss+feval(f,x); 
ena 
R(I+1,1)》=- R(O1)2+hxs 
M=2xM; 
EorK=1: 了 
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R(JI+1:K+1)=ROI+1K)+(R(CI+1,K) -RIK)CK-1)3 
end 
err =abs(R(I,I) -RCI+ IIK+1))5 
end 
quad=R(CJ+1,J+I)5 


7.3.2 习题 


1. 对 下 面 每 个 定 积分 ,构造 ( 手 算 ) 一 个 3 行 的 龙 贝 格 表 ( 表 7.5): 


3 
(a) (297w = 0.6717578646… 
工交 


3 
(b) | sin(4y)e- dx = 0.1997146621… 
日 


， 
(| ww- 1.6 





oo 
。 
(| 一 上 we -= 4 和 713993943…- 
9 下 
当 十 五 
> 1 
(| sn( 工 ja = 1.1140744942 … 
1TAC2w) 名 





2 
人 | YV4- 衬 和 = =3.1413926535… 
。 


2. 设 连续 梯形 公式 收敛 到 亏 ( 即 im-。T(J) = 了)。 
《a) 证 明 ;连续 辛 普 生 公式 收敛 到 二 即 lim-。S(7) = 工 )。 
(b) 证 明 : 连 续 布尔 公式 收敛 到 地 ( 即 lm -。 B(J) = 工 )。 
3，(a) 证 明 :布尔 公式 (W = 1, 因 = 1) 对 [0,4] 内 形 如 关 z) = cs + edz4+…+ecx+yeo 的 
小 于 等 于 5 次 的 多 项 式 是 精确 的 。 
《b) 利用 被 积 函数 护 z) = csx' ,证 明 : 布 尔 公式 (H = 1, 关 = 1) 在 区 间 f0,4] 内 的 误差 项 


为 ， 
书信 间 = 二 2 人员 关 作 


4 利用 待定 系数 法 推导 布尔 公式 (M = 1 大 = 1) :计算 常数 wo,oi wa,ws 和 ,使 得 : 
ecoa = oog(0) + wlg(1) + wzg(2) + osg(3) + wdg(4) 
对 5 个 函数 g(b =1 声 ,2 和 闪 是 精确 的 。 提 示 : 可 得 到 线 任 方程 组 : 


co+awl+oaz +oas +oaog = 和 4 
al +2mwz +3oy +4ou4 =8 

友 

al +4aw +9auw， +16o4 = 本 

Oo +8o +27oi + 到 o = 的 


1024 


1 + 16us +81ow3 + 256w= 5 
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5. 对 了 = 2 的 情况 ,建立 关系 8(J) = (16S(J) - S(J- D))715, 利 用 如 下 信息 ; 
SGD = 全 (+ 人 + 
和 ， 
SO = 邯 (6+4A+ + 外 + 态 ) 
6， 六 普 生理 公式 。 考虑 闭 区 间 [xo,xs] 上 的 梯形 公式 : 步 长 为 3 扩 的 CH,35) = (3872)( 有 
+ 万 ) ,和 步 长 为 产 的 TCF iD = (FA2) (万 +26+25+ 有 方 ), 证 明 : 线 性 组 合 (9FCA) 一 
TC/,3A) )/8 得 到 注 普 生 半 公式 。 


7. 利用 式 (25) 和 式 (26) 建 立 式 (27)。 
8. 利用 式 (28) 和 式 (29) 建 立 式 (30)。 
9. 求 下 面 的 最 小 整数 天: 


(| sz = 256 = R(K,K) 
( 昌 | ixeae = 2048 = RCK,K) 


10. 利 用 龙 贝 格 积分 ,计算 积分 (| Var 和 (i | 2Pd 的 过 近 结果 已 在 下 表 中 给 出 : 





-一 一 一 








(的 逼近 (6) 的 台 近 
R(0,0) = 0.5000000 R(0,0) = 1.0000000 
R(1,1) = 0-6380712 R(1,1) = 0.6666667 
R(2,2) := 0.6577566 有 (2,2) = 0.6666667 
民 (3,3) = 0.6636076 灵 (3,3) = 0.6666667 
(4,4) = 0.6655929 肌 (4,4) = 0.6666667 





要 求 : 
(a) 利用 变量 替换 * = 吕 和 姑 = 2#, 证 明 ; 两 个 积分 有 同样 的 数值 。 
(b) 讨论 为 什么 积分 (的 收敛 速度 较 慢 而 积分 (过 的 收敛 速度 较 快 。 
11. 基 于 中 点 公式 的 龙 贝 格 积分 。 就 效率 和 收 生 速 度 而 言 ,组 合 中 点 公式 比 组 合 梯形 公式 
好 。 利用 中 点 公式 如 下 的 事实 : | /sz) 必 = 于 (75) + ( 人 7) ,公式 (Pi) 和 误 


差 项 Eu( 记 1 由 MW( 有 ) = zy + (人 -到 )A] 给 出 ,其 中 = 业 2 


和 ; 
机 () = 外 二 azR 二 0 


要 求 : 
《a) 由 ， 

wm- 与 5(* 光 
推导 连续 中 点 公式 ， 


j(J) = M(A 旋 ) = Se (3 
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7.3.3 


江 


ww 


1 


7.4 








其 中 万 = 妃 “。 
《b) 给 出 如 何 用 连续 中 点 公式 替换 龙 贝 格 积分 中 的 连续 梯形 公式 。 
算法 与 程序 











. 利用 程序 7.4 求 习题 ! 中 的 积分 ,精确 到 小 数 点 后 第 11 位 。 
利 


用 程序 7.4 求 下 面 两 个 定 积分 ,精确 到 小 数 点 后 第 10 位 。 两 个 定 积分 的 精确 值 都 是 
zx 解释 两 个 龙 贝 格 序 列 中 积分 速度 的 差别 : 


(9 V 和 = 交 w (下 ii 





- 正 态 概率 密度 函数 为 Ai) = (1 丈 )e -9 ,而 累积 分 布 (oumulative distrbution) 为 由 积 





分 (z) = 于 + -六 全。 二 定义 的 函数 。 计 算 有 8 位 有 效 数字 的 可 (0.5),@(1.0)， 


瑞 (1.5) ,下 (2.0) ,中 (2.5) ,中 (3.0) , 亚 (3.5) 和 亚 (4.0) 的 值 。 


. 收 改 程序 7.3, 使 它 在 连续 梯形 公式 的 相 邻 值 T(K - 1) 和 7(K) 相 差 小 于 5x 10-< 时 中 


目 。 


. 修改 程序 7.3, 使 它 能 计算 连续 辛 普 生 公式 和 布尔 公式 。 
. 修改 程序 7.4, 使 它 用 连续 中 点 公式 进行 龙 贝 格 积分 (利用 习题 11 中 的 结果 ) ,利用 程 


序 求 下 面积 分 的 近似 值 ,精确 到 小 数 点 后 第 10 位 。 
。 | 2 sin(z)o b) | 亲 训 上 


: 在 程序 7.4 中 , 对 给 定 定 积 分 的 逼近 保存 在 一 个 下 三 角 和 矩阵 的 对 角 线 上 ,修改 程序 


7.4, 使 其 能 顺序 计算 龙 贝 格 积分 表 的 行 , 且 结 果 保 存在 一 个 =x 1 的 撼 阵 只 中 ,从 而 节 
省 空间 。 使 用 习题 ! 来 检验 程序 。 


自 适应 积分 


组 合 积分 公式 要 求 等 距 节 点 。 典 型 情况 下 ,在 整个 积分 区 间 使 用 小 步 长 , 以 保证 整体 精 
度 。 这 并 没有 考虑 到 可 能 存在 曲线 的 基 些 部 分 比 其 他 部 分 变化 剧烈 的 情况 。 引 人 一 种 方法 ， 
能 在 函数 值 变化 大 的 部 分 减 小 步 长 ,这 是 很 有 用 的 。 该 技术 称 为 自 适应 积分 , 它 的 基础 是 辛 普 
生 公式 。 

辛 普 生 公式 使 用 [as , 玫 ] 上 的 两 个 子 区 间 ; 





S(asb) = 条 (Ka +47(cD+ACD) (D 


其 中 = 去 [as + 一 ], 且 五 = (用 - wa)/2。 更 进一步 , 若 PE Ce(aiy 瑟 ), 则 存在 一 个 值 &E 
[ax 有 ] ,使 得 : 


人 
站 ra = seo- 下 天 人 CO) 
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7.4.1 区 问 纲 分 (refnement) 

区 间 [ ,如 ] 的 4 个 子 区 间 的 组 合 辛 普 生 公式 可 通过 将 该 区 间 划 分 为 两 个 相等 子 区 间 
[aa ,bu] 和 [ ae,bo], 并 在 每 段 上 递归 地 利用 式 (1) 实 现 。 只 需要 增加 两 个 天 x) 求 值 计算 ,其 
结果 为 ， 





S(aa yi)+S(aoybo) = 二 (Koa)+47(co)+ 扎 加) 
(3) 
+ 埋 (Koa)+47Coo)+Hia)) 
其 中 ,an = atyba = aa = cui = 有 ,ou 是 [ au; 和] 的 中 点 ,而 co 大 [wa vte] 的 中 点 。 在 式 
《3) 中 , 步 长 为 zy/2, 它 对 应 于 等 式 右 端 的 KM6。 进 一 步 , 若 FE C:[a,b], 则 存在 一 个 值 中 GE 
fa ,号 ] ,使 得 





人 oa = seot) seesi) - 生 记 (9) 
设 F 忆 (da)~ (wa), 风 可 由 式 (2) 和 式 (4) 的 右 端 得 到 关系 : 
So 区- 全 的 -sosstoota)- 攻 全 G) 
它 可 写 为 ; 
-0 玫 s(a ia)ts(teoso) -st (6) 
将 式 (6) 代 和 人 式 (4), 得 误差 估计 





人 Da seaaa) - SCee ta) 
(7) 
~ 下 13(an yi) + S(eam) - S(ar) 1 


由 于 假设 (di =~A/ (由 ) ,在 使 用 该 方法 时 ,(7) 式 右 端 的 莒 用 荐 蕉 换 。 这 讲 明 下 面 的 测试 
是 合理 的 。 


7.4.2 精度 测试 
设 对 区 间 [ns, 有 ] 指 定 容 差 s > 0, 若 ， 
商 1S(au 有 )+ SCaay8)- SCaEJ1<e 《8) 
我 们 推断 ,有 : 
上 now -seosao -seotl ca 9) 
于 是 利用 衬 普 生 组 合 公式 (3) 通 近 积分 : 
站 am = stem) + s(aet) G0) 


且 该 逼近 在 区 间 [ or , 包 ] 上 的 误差 限 为 e。 


286 


数值 方法 (MATLAB 版 ) 





自 适应 积分 通过 应 用 辛 普 生 公式 (1) 和 (3) 实 现 。 从 |[ ce, 各],eoi 开 始 ,其 中 
如] 上 数值 积分 的 容 差 。 该 区 间 细 分 为 两 个 子 区 间 , 记 为 [ ao ,bo ] 和 [em， 








en 为 [ao， 


tb]。 若 通过 了 精度 


测试 式 (8) , 则 将 积分 公式 (3) 应 用 于 区 间 [ ao, 如 ] ,过 程 结束 ; 若 未 通过 测试 , 则 两 个 子 区 间 记 


为 [ el ,区 ] 和 [ az ,b2 











,在 其 上 分 别 采 用 容 差 e = 于 co 和 es = 于 co。 这 样 就 得 到 两 个 子 区 间 及 


其 相应 的 容 差 ,需要 进一步 细 分 和 测试 :ia ,5 ] ,si 和 所 ],s:1 ,其 中 e+es=eos 若 
必须 继续 进行 自 适应 积分 , 则 必须 进一步 细 分 子 区 间 和 进行 测试 ,每 个 子 区 间 都 有 相应 的 容 


差 。 


在 第 2 步 中 我 们 








首先 考虑 拒 al, 辐 ]，ej ,并 将 区 间 [ a , 纺 ] 细 分 为 [ on, 和 ] 和 


[aa,sa]， 


若 它们 以 容 差 s, 通过 了 精度 测试 式 (8) , 则 在 区 间 [ ,, 刀 ] 上 应 用 公式 (3) , 且 在 此 区 间 上 能 保 


证 精度 ; 若 不 能 以 容 差 , 通过 精度 测 





闻 [ cs ,85] 细 分 为 子 








子 区 


丁 











试 式 (8) , 则 必须 对 两 个 子 区 间 [ au ,5 ] 和 [ aa, ] 进 行 
细 分 ,并 在 第 3 步 中 以 减 小 的 容 差 于 si 进行 测试 。 此 外 ,第 2 步 还 要 考虑 1[ ea , 纪 


,| ,将 区 


区 间 [ ea , ba] 和 [ ez,j]。 若 以 窜 差 s, 通过 精度 测试 式 (8), 则 在 区 间 
[>, 刀 ] 上 应 用 公式 (3), 且 在 此 区 间 上 能 保证 精度 ;如 果 以 容 差 s 测试 式 (8), 风 必须 对 两 个 
oa ,如 ] 和 [ant ] 再 进行 组 分 ,并 在 第 3 步 中 以 减 小 的 容 差 二 e。 进行 测试 。 因 此 


第 2 步 生成 3 或 4 个 子 区 间 , 我 们 对 其 进行 连续 地 标注 。3 个 子 区 间 重新 标记 为 1[ ai ,号 ] ， 


6 上 [ea 8] ,sz ， 





[oo , 玉 ],esl。 其 中 :el + ez + el = co。 对 于 4 个 子 区 间 , 则 为 








el [ez ,ba] ,sz ， 


若 必须 继续 进行 自 适应 积分 ,必须 以 各 自 相应 的 容 差 测试 较 小 的 区 间 。 式 (4) 
显示 ,每 一 次 对 一 个 较 小 的 区 间 进行 细 分 ,误差 的 衰减 因子 大 约 为 上 
之 后 停止 。 该 方法 的 记录 中 包括 一 个 标记 变量 ,用 以 指示 每 个 子 








[ea , 力 ],esi 和 |[es, 加 es。 其 中 :e+ea+e+el=eoe 











{[e， 坊 ]， 


的 误差 项 
击 。 这 样 该 过 程 将 在 有 限 上 
区 间 是 否 通 过 了 精 庶 测 试 。 


为 避免 不 必要 的 .F(x) 求 值 计算 ， 下 人 必 在 对 应 于 每 人 了 区 站 的 个 数据 表 中 给 省 出 。 该 过 


程 的 细节 将 在 程序 7. 


6 中 给 出 。 


例 7.16 用 自 适应 积分 求 定 积分 | 13(x -- 邮 )e-22 dr 的 教 值 逼近 ,起 始 窜 差 为 co = 0.00001。 


该 方法 的 实现 需要 20 个 子 区 间 , 表 7.8 列 出 了 每 个 子 区间 [wm 及], 组 合 辛 普 生 公式 
SCon 后) + S(aa ba), 该 逼近 的 误差 界 以 及 相应 的 容 差 si 通过 对 辛 兽 生 公式 台 近 求 
和 得 到 积分 的 近似 值 ， 


。 
jacz 一 好)e-o 人 -1.54878823413 
表 7.8 (zj = 43(r- zz]e-zm 的 自 适应 积分 计算 


(11) 




















SCam ,pb )+ 。 
呈 扩 (8) 的 左 误差 界 [es ya ] 的 容 差 se 
Sap ip) 
0.0 0.0625 0.02287184840 0.00000001522 0.00000015625 
0.0625 0.125 0.05948686456 0.00000001316 0.00000015625 
0.125 0.1875 0.08434213630 0.00000001137 0.00000015625 
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( 续 表 ) 
四 瑟 So (gg) 的 左 误 关 办 fa vb ] 的 夺 其 
SCop 如) 

0.1875 0.2S 0.09969871532 0.00000000981 0.00000015625 

妖 . 瑟 0.375 0.21672136781 0.00000025055 0.0000003125 
0.375 0.5 0.20646391592 0.00000018402 0.0000003125 
0.5 站 .625 0,17150617231 0.00000013381 0.0000003125 
0.625 0.75 0.12433363793 站 .0000000961] 0.0000003125 
0.75 0.875 0.07324515141 0.00000006799 0.0000003125 
0.875 1.0 .02352883215 0.00000004718 0.0000003125 
1.0 1.125 一 0. 们 166038952 0.00000003192 0.0000003125 
.125 1.25 一 0.06065079384 0.00000002084 0.0000003125 
1.25 了 . 一 0.21080823822 0.00000031714 0.000000625 

1.5 2.0 一 0.60550965007 0.00000003195 0.00000125 

2.0 2.25 一 0.31985720175 0.00000008106 0.000000625 
2.25 2.5 一 0.30061749228 0.00000008301 0.000000625 

2.5 2.75 一 0.27009962412 0.00000007071 0.000000625 
2.75 3.0 一 0.23474721177 0.00000005447 0.000000625 
3.0 3.5 一 站 .36389799605 0.00000103699 0.00000125 

3.5 4.0 一 0,.24313827772 0.00000041708 0.00000125 

总 计 一 1.54878823413 0.00000296309 0.00001 
图 7.9 自 适应 积分 中 [0,4] 的 子 区 间 
积分 的 真 值 为 ， 
ac -ea2 = 08e -一 32 (12) 
。 万 
= - 1.5487883725279481333 
故 , 自 适应 积分 的 误差 为 : 
1- 1.54878837253 -〈- 1.54878823413) | = 0.00000013840 (13) 


小 于 给 定 的 容 差 名 =0.00001。 自 适应 方法 包含 了 区 闻 [0,4] 的 20 个 子 区 闻 , 用 了 81 次 
数 求 值 。 图 7.9 显示 了 y= 扎 2) 曲线 和 20 个子 区 间 ,在 原点 附近 函数 值 变化 大 的 部 分 区 
间 宽 度 较 小 。 在 自 适应 方法 的 区 间 细 分 和 精度 测试 过 程 中 ,前 4 个 宽度 为 0.25 的 区 间 被 
二 分 为 宽度 为 0.03125 的 8 个 子 区 间 。 若 继续 使 用 该 步 长 , 则 需要 到 =128 个 子 区 疗 来 进 
行 组 合 辛 普 生 公式 的 计算 ,其 近似 结果 为 - 1.54878844029, 误差 值 为 0.00000006776。 吕 
然 组 合 辛 普 生 公式 的 误差 将 近 是 自 适 应 积分 方法 误差 的 一 半 , 但 它 增 加 了 176 个 通 数 求 
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值 计算 ,而 精度 的 提高 微不足道 , 故 自 适应 积分 的 计算 量 节省 是 显著 的 。 


程序 7.5 中 smle 是 对 7.1 节 中 辛 普 生 公式 的 改进 ,其 输出 为 包含 区 间 [ as0,50] 上 辛 普 生 
公式 结果 的 向 量 Z。 程 序 7.6 调 用 snule 作为 一 个 子 程序 来 实现 良 适 应 积分 过 程 中 产生 的 子 


区 间 上 的 辛 普 生 公式 。 











程序 7.5 ( 垃 莹 生 公式 】 用 辛 普 生 公 式 通 近 积分 : 
人 rm- 和 Neo Weo ro)) 
其 中 c0= (ca0+ 20)/2 








function 2= srule(f,a0,b0,t010) 


多 Input  - 上 is the integrand input as astring "f 
% - a0 and b0 are upper ang lower limits of integration 
- tol0 is the tolerance 


% Output - 2 is a lx6 vector [a0 bg S S2 err toll] 
Ph= (bo -a0)/2 

C= zeros(1,3); 

C= feval(f,[a0(a0 + b0)/2 bo]); 
S=hx(c(Ll)+4xC(2)+C(3))/35 

S2 = 5 

toll = tol03 

err= tol0t 

2 = [a0 bg S S2 err toll]; 





程序 7.6 (用 辛 普 生 公式 的 自 适应 积分 逼近 积分 ; 
jw- 补 UCceD rnzasy ya 


+41xa) + 大 xza) 
在 44W 个 子 区 间 [ xu- xs ] 上 应 用 组 合 辛 普 生 公式 ,其 中 [e,5] = [zxo, xuw] 而 ht-4+F 二 
x4h -4 十 及 =1 和 和 7=1， ,4 














functicn [SRmat ,quadertr] = adapt(f,abytol) 


多 InpuE -上 is the integrand input as a string "下 

多 - aandbare upper and lower limits of integration 
多 -~ tol is the tolerance 

多 Output “ - SRmat is the table of values 

多 - quad is the cuadrature value 

多 - err is the erro> estimate 


% ITnitialize values 
SRmat = zeros(30,6) 
iterating= 0 

aone=1; 

SRvec = zeroe(1,65); 
.SRvec = Sruleff,avbtol); 
SRmat = (1,1:6) = SRveci 
m=13 
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State = iteratingi 
while(state = = ierating) 
了 = 
for j=n: -1:1 
DP= 了 jj 
SROvec = SRmat(P，,:); 
err = SROvec(5)5 
tcl = SROvec(6); 
if(tol< = err) 
和 Bisect interval,apply Simpson"s rule 
8 recursively;and dekermine error 
Sate = Gone: 
SRl1vec = SROveci 
SR2vec = SROveci 
a= SROvec(1); 
ROvec(2); 
c=(arb)/23 
err = 5ROvec(5); 
tol = SROvec(6); 
tol12 = tol/2; 
SR1vec = srule(f,a,c,tol2); 
SR2vec = BrUle(f,c,b,tol2); 
err = abs(SROvec(3) - SRLvec(3) - SR2vec(3))/101 
有 Rccuracy kest 
if (err<tol) 
SRmat(P，,:) = SROveci 
SRmat(p,4)》 = SR1vec(3) + SR2vec(3); 
SRmat(p,5) = erTi 








else 
SRmat(p+1:m+1,:) = SRmat(p:my:); 
-+ 1 
SRmat{p,:) = SR1vec' 


SRmat(p + 1，:) = SR2veci 
State= iteratingji 
end 
end 
end 
ena 
auad= sum(SRmat(:,4)); 
exr= Sum(abs(SRmat(:,5))); 
SRmat = SRmat(1:m,1:6)， 


7.4.3 算法 与 程序 
1. 用 程序 7.6 求 以 下 定 积分 的 近似 值 ,使 用 起 始 容 差 e。 = 0.00001。 
《ay)》 am(2a) wu (b) 人 adaeu 
《dg) [ 1 ww 


T+ 好 
' 
(| 
oo 2 工 
光 十 1 


1 
(| sn( 革 jw (0 下 V 和 = 闲 w 


(2 
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2. 


3. 
了 4. 


7.5 


我 





对 问题 1 中 的 每 个 定 积分 ,绘制 -个 类 似 于 图 7.9 的 图 。 提 示 :SRmat 的 第 一 列 包含 了 
自 适应 积分 过 程 的 子 区 间 端 点 (除了 “以 外 )。 如 果 T= SRmat(:,1) 和 了 Z= zeros(lengt 
(TD), 则 plotT,Z，…) 将 生成 子 区 间 ( 除 了 右 端 点 靖 以 外 )。 

修改 程序 7.6 以 在 每 个 子 区 间 [ au ,下 ] 上 应 用 布尔 公式 。 

使 用 问题 3 中 修改 后 的 程序 ,计算 问题 ! 中 定 积分 的 近似 值 , 并 绘制 类 似 于 图 7.9 的 
图 。 


高 斯 - 勒 让 德 积 分 (可 选 ) 
站 希望 计算 曲线 : 
































7= xz) -1<xs1 


下 的 面积 。 若 只 允许 进行 两 次 函数 求 值 ,什么 方法 能 产生 最 好 的 答案 呢 ? 我 们 已 经 看 到 ,梯形 





公式 是 计算 曲线 下 面积 且 在 端点 ( ~ 1, 六 - 0)) 和 (1, 光 1)) 处 求 两 次 函数 的 方法 。 但 是 若 7 = 


所 xz) 的 





曲线 为 向 下 目的 , 则 逼近 的 误差 为 曲线 和 连接 两 个 端点 直线 之 间 区 域 的 面积 , 另 一 个 











例子 在 





7.10 (a) 中 给 出 。 





如 果 能 用 区 间 [ - 1,1] 中 的 节点 % 和 z 和 ,过 点 (2 ,大 zi)) 和 (za,7e)) 的 直线 , 则 直线 下 





的 面积 更 接近 曲线 下 的 面积 ( 见 图 7.10 (b))。 直 线 方程 为 : 











(zx - 态 z)) 


2 一 1 


= 成 x) 二 (D 








而 直线 下 的 梯形 面积 为 


用 








2X2 
Co) 


2x1 
2 an) (2) 


人 





世 
图 7.10 〈a) 用 横 坐标 - 1 和 ! 的 梯形 膛 近 
(b) 用 横 坐 标 = 和 zx 的 梯形 通 近 


注意 :梯形 公式 是 式 (2) 的 一 种 特例 , 当 我 们 选择 wm = - 1,x =1 和 几 =2 时 ,有 ， 


TCp 有 = 生 He) -Ka)=-Ka)+7a) 


用 待定 系数 法 找 出 横 坐标 * ,za , 权 wj， 和 ws ,使 得 公式 ; 


Am wa ro (3) 
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对 3 次 多 项 式 ( 即 六 xz) = zt oz2+axz+eao) 精 确 。 由 于 式 (3) 中 有 4 个 系数 wz,xz 和 
2 待定 ,我 们 可 选择 4 个 条 件 来 满足 。 利 用 积分 的 可 加 性 ,只 而 使 式 (3) 对 4 个 函数 . Az) = 1， 
好,x3 精确 即 可 。4 个 积分 和 茶 件 为 : 

Fr) = 1; 人 =2 = ud 

Ac) = xs 人 忆 = 0= oa yw (4) 

7) = 了 


， 
AD) = 
.| 


求解 非 线 性 方程 组 : 
ai + wz= 2 (5) 
1 和 1 二 一世 22 (6) 
ww 要 + 好 = 了 (7) 
= wa (8) 
用 式 (6) 除 式 (8) ,得 : 
好 = 员 或 zu = 一 加 (9) 
由 式 (9) ,并 将 (6) 式 左 端 被 *, 除 , 右 端 被 - x。 除 , 得 ; 
本 (0) 
将 式 (10) 代 人 式 (5) ,结果 为 ol + wa =2, 故 ; 
=oa=1 (1 


在 式 (7) 中 用 式 (9) 和 式 (11) ,可 写 出 ， 
+ oz 邓 = 邓 + 邓 = 序 或 号 = 
最 后 ,由 式 (12) 和 式 (9) 可 知 节点 为 : 
一 xl = ya = ]/7372 一 0.5773502692 
我 们 已 经 找到 了 两 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 的 节点 和 权 。 由 于 该 公式 对 3 次 多 项 式 精 殖 , 因 
此 误差 项 包含 4 阶 导 数 。 对 误差 项 的 讨论 可 在 参考 文献 [41] 中 找到 。 
定理 7.8 (两 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 ) 若 / 在 [ - 1,1] 内 连续 , 则 : 


1 
子 四 








maoww en =- 如 jy 局 《19) 
高 斯 - 勒 让 德 公式 Cx( 记 的 精度 为 "= 3。 若 fe Ce[ - 11], 则 ; 
fm =y 汪 j( 和 :ea (9 
其 中 ， 
已 (六 = 人 te) (15) 
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例 7.17 利用 两 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 计算 逼近 : 


1 攻 
人: 5 = ln(3) - In(1) ~ 1.09861 


并 将 结果 与 产 =2 的 梯形 公式 (Ai 和 上 玉 =1 的 辛 兽 生 公式 比较 。 
设 SCP,i) 表 示 两 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 , 则 Ca 
CCP = FA - 0.57735) + 扎 0.57735) 
=0.70291 + 0.38800 = 1.09091 
TCF2)》= 所 -1.00000) + FI.00000)》 
= 1.00000+0.33333 = 1.33333 





1 
_K-D+r4rO+rAD 1+2+ 本 
SPD) = 人 = 一 -1.111 
误差 分 别 为 0.00770, - 0.23472 和 -- 0.01150, 由 此 可 见 , 高 斯 - 勒 让 德 公式 效果 最 住 。 注 
意 高 斯 - 勒 让 德 公式 只 需要 2 次 函数 求 值 ,而 广 善 生 公 式 需 要 3 次 。 在 本 例 中 Ga( 门 的 
误差 规模 约 为 SLP,1) 误 差 规模 的 6 。 
一 般 的 W - 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 对 次 数 小 于 等 于 2 - 工 的 多 项 式 是 精确 的 ,数值 积分 公式 为 ， 
GoCD =ow 刀 mr) + ana7swa) + 人 + 各 站 《16) 
所 需要 的 横 坐 标 sw 和 权 ww 已 制 成 表 ,便于 查找 ; 表 7.9 列 出 了 直至 8 点 的 值 ,该 表 中 还 包含 
了 对 应 于 Gv(/) 的 误差 项 @( 廊 的 形式 ,可 用 来 确定 高 斯 ~ 惑 让 德 积分 公式 的 精度 。 
表 7.9 高 斯 - 勒 让 德 节点 和 权 








了 
人 AD 辣 orwtro sm 


























下 模 付 标 zw 权 ww 截断 误差 rw( 门 
2 一 0.5773502692 1.0000000000 (ec) 
0.5773502692 1.0000000000 1 
3 士 0.7745966692 0.5555555556 3 
0.0000000000 0.88838888883 15 3750 
十 0.8611363116 0.3478548451 De) 
4 支 0.3399810436 0.6521451549 了 3 了 472.875 
十 0.9061798459 人.2369268851 
) 
5 之 D.5384693101 0.4786286705 区 
0.0000000000 0.5688888888 
二 0.9324695142 10.1713244924 oo 
6 士 0.6612093865 0.3607619730 (3 61) 
0.2386191861 0.4679139346 2D 1 
十 0.9491079123 0.1294849662 
7 二 0.7415311856 0.2397053915 Ko(c)25(714 
士 0.4058451514 0.3818300505 TI4U5451 
0.0000000000 0.4179591837 
土 0.9602898565 0.1012285363 
8 圭 0.7966664774 0.2223810345 oO(e)27080D4 
士 0 .5255324099 站.3137066459 《16457171 


土 0.1834346425 0.3626837834 
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表 7.9 中 的 值 没 有 简洁 的 表示 形式 ,这 使 该 方法 在 手 算 时 不 甚 有 吸引 力 ; 但 当 这 些 值 保存 
在 计算 机 中 时 ,在 需要 时 查找 甚 为 便捷 。 节 点 实际 是 勒 让 德 多 项 式 的 根 , 而 对 应 的 权 要 通过 求 
解 方 程 组 得 到 。 三 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 的 节点 是 - (0.6) 兴 .0 和 (0.6)2, 对 应 的 权 为 5/9、8/9 
和 35/9 。 


定理 7.9 (三 点 高 姑 - 惑 让 德 公式 ) 若 /在 [ - 1,1] 内 连续 , 则 ， 
人 row- GO -= 瑟 - 733) 下) +5KY) 9) 
高 斯 - 寺 让 德 公式 G:(7 的 精度 为 An= 5。 若 Ac Ce -1.1] , 风 ， 
人 ADw _ SKY35)+ 3XO) +57v35 | 有 0a8) 

















有 = 全 向 (9) 


瑟 7350 
例 7.18 证 明 三 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 对 
sa =-2-= 6 人 (有 
是 精确 的 。 | 


由 于 被 积 邓 数 为 Xx) = 5x ,而 JG(z) = 0, 可 由 式 (19) 得 术 as(P) =0。 但 在 本 例 中 用 
式 (17) 进 行 计 算 更 有 启发 性 ; 
cn= 5(05)(0.6) +9+5(5)(0.67 - 坚 -， 

下 面 的 结果 说 明和 如 何 改变 积分 变量 ,使 得 高 斯 - 勒 让 德 公式 可 在 区 间 [ e ,5] 内 应 用 。 
定理 7.10 设 区 间 [ - +, 菇 内 的 认 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 的 横 坐 标 xwx 已 ,和 权 | ov :| 忆 ， 已 
知 , 欲 在 区 间 [a, 缮 内 应 用 公式 ,使 用 变量 替换 ; 

QT+ 旦 一 





百 一 


























= 了 xz 和 由 = 于 如 (20) 
则 通过 如 下 关系 : 
， 
[rou = 入 xz) 52dx (2D 
可 得 积分 公式 : 
， 
Joa = 全 辣 wod( < 2 (22) 


| 
例 7.19 用 三 点 高 斯 ~ 惑 让 德 公式 带 近 : 
本 -In(5) -ja(D = 1.609438 
并 将 结果 与 产 =1 的 布尔 公式 下 (2) 比 较 。 
这 里 =] 而 六 =5, 故 由 式 (22) 得 : 
Ci(P= (2)5 玉 3-200.6)7) +8K3+0) +3S5F(3+2(0.6) 喧 ) 
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3.446239+ 2.666667 +1.09096 - 1.602604 


在 例 7.13 中 我 们 知道 布尔 公式 的 结果 为 刀 (2) = 1.617778, 误差 分 别 为 0.006744 和 

一 0.008340, 故 在 此 情况 下 高 斯 - 革 让 德 公式 略 优 , 注意 高 斯 - 勒 让 德 公式 只 需要 求 3 次 

邓 数 值 ,而 布尔 公式 需 5 次 。 本 例 中 两 个 误差 规模 相同 。 

高 斯 - 惑 让 德 积分 公式 非常 精确 ,在 需 对 许多 性 质 相同 的 积分 求 值 时 ,需要 认真 考虑 。 在 
这 种 情况 下 ,应 该 如 下 进行 : 选 出 玫 个 有 代表 性 的 积分 ,包括 可 能 出 现 最 坏 情 况 的 积分 ;确定 获 
得 需要 精度 所 需 的 采样 点 数 W; 然 后 固定 W, 对 所 有 积分 用 w 个 采样 点 由 高 斯 - 勒 让 德 公式 


计算 。 

















对 给 定 值 ,程序 7.7 要 求 将 表 7.9 中 的 揽 坐 标 和 权 值 分 别 保存 在 lx 的 矩阵 4 和 政 
中 ,这 可 在 MATLAB 的 命令 窗口 中 实现 ,或 将 矩阵 存 为 if 文件 。 可 以 将 表 7.9 保存 在 35x2 
的 和 阵 6 中 , 6 的 第 一 行 包 含 横 坐 标 ,第 二 行 包含 对 应 的 权 。 则 对 给 定 的 值 w, 和 矩阵 4 和 下 
为 5 的 子 矩 阵 。 例 如, 若 W=3, 则 4= 6(3:5,1) " 且 匈 = 6(3:5,2) 。 








程序 7.7 (高 斯 - 勒 让 德 求 积分 公式 } 利用 扰 z) 在 N 个 非 等 步 长 点 iavz| 忆 ,的 采样 











求 积 分 ， 
， 二 -过 
jad 一 
的 台 近 。 使 用 变量 替换 : 
-3 es 和 和 由 -252c 


横 坐标 1xws 沁 :和 权 |ows 入 ;必须 从 一 个 表 中 获得 











function quad = gauss(f,ab,a,W) 


秃 Input - 和 is tke integrand input as a string "ff 

多 - aandb are upper and lower Ilimits of integration 
香 -ais the 1xH vector of abscissas from Table7.9 
-了 is the 3 xHvector of weights from Table7?.9 

% Output “~- quad is the quadrature valtue 

本 = lengthfa); 


T= zeros(l,N); 
T=f(at+rb)2)+((b-a)/2)* 
quad=((b-a)/2)* sum(W.y feval(f,T)); 


7.5.1 习题 
在 习题 1~ 5 中 ,证 明 两 个 积分 是 等 价 的 ,并 计算 G:( 站 。 
1 cea = 『 ec + TD5dz 





2 sa(od - 『 sin(x + 1 网 
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CD 


1sin 人 t) L sinC(Cxz + 1D/2) 
| 唔 | 到 


1 中 Gas 
宪 = 访 | 四 
5. 了 | cos(o.6sin(D)) 由 -= 0.5| ce(oeanl cz + 了 可 由 
6. 利用 表 7.9 中 的 环 ( 六 和 定理 7.10 中 的 变量 代 换 求 出 最 小 整数 w, 使 得 对 : 
(9) se = 256 = Gy( 朋 


1 2 


4. -| 
vv 去 





避 





(D) 站 eu = 2048 = BC 


有 BCP=0。 
7. 求 下 列 勒 让 德 多 项 式 的 根 ,并 将 它们 与 表 7.9 中 的 横 坐 标 相 比较 。 
(a) Ps(x) = (322 -12 
(b) Pi(z)= (5 和 一 3x)12 
(oj) Pi(z) = (35 和 一 30z2+3)18 
8. 闭 区 间 { - 1,1] 内 两 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 的 截断 误差 项 为 Ae (e, )/135,[a,b] 内 辛 普 
生 公式 的 裁 断 误 羡 为 - 天 Fo (ca )190, 试 比较 当 [o,5] = [ - 1,1] 时 的 两 个 截断 误差 ， 
你 认为 哪个 更 好 ,为 什么 ? 
9. 三 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 为 ， 
『 aa 5 (0.6)2) + +S5FC(0.6)2) 











证 明 : 公 式 对 Ps) = Ls, 和 ,和 ,x,x 是 精确 的 。 提 示 : 若 了 为 奇 函 数 ( 即 ,AP( - *) = 了 
(xz), 则 7 在 [ - 1,1] 内 的 积分 为 0。 

10. 三 点 高 斯 ~ 惑 让 德 公式 在 区 间 [ - 1,1] 内 的 截断 误差 为 /re ( o; )/15 750,[ a, 6 内 布尔 
公式 的 截断 误 关 为 - SA (c)1945, 比较 当 [ e, 5 = [ - 1,1] 时 的 误差 项 , 哪 种 方法 
更 好 ? 为 什么 ? 

11. 用 以 下 步 又 推导 三 点 高 斯 - 蔓 让 德 公式 。 利 用 横 坐 标 是 三 次 勒 让 德 多 项 式 的 根 ， 

2= (0.6)2 ,xza=0,za=(0.6)2。 
求 权 ww 和 us ,使 得 ; 


ra or ol rno y wpo6) 
对 函数 Az) = 1 x 和 精 殉 。 提 示 : 首 先 得 出 线性 方程 组 : 


ol +oaz+os= 了 2 


- (0.6)2u + (0.6)2os = 0 


0.6o +0.6om = 子 


然后 求解 。 
12. 在 实际 运算 中 , 若 要 对 许多 同一 类 型 的 积分 求 值 ,需要 先进 行 初步 分 析 ,来 确定 获得 需 
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要 的 精度 所 需 的 函数 求 值 数 。 假 设 需要 17 次 求 值 ,比较 龙 贝 格 积分 结果 灵 (4,4) 和 高 
斯 - 勒 让 德 结果 Cr(A)。 


7.5.2 算法 与 程序 
1. 对 习题 1 -5 中 的 每 个 积分 ,用 程序 7.7 求 65(P ,6(CPD 和 Ge(CP。 
2. (a) 修改 程序 7.7, 使 之 可 计算 6 (用 , 6: (P,…，Gs(P), 并 当 结 果 通 近 Gwr_,(P) 和 
Gu( 户 的 相对 误差 小 于 预 设 值 tal, 即 ; 


21Gw-i( 门 - GrtPI< 训 
1crCP+GwuUpl 





时 停止 。 
提示 :如 同上 节 最 后 所 讨论 的 ,将 表 7.9 以 35x2 扼 阵 C 保 存在 一 个 时 文件 中 。 
(b) 利用 (a) 中 的 程序 逼近 习题 1~5 中 的 积分 ,精确 到 小 数 点 后 第 5 位 。 
3、(a) 使 用 6 点 高 斯 - 惑 让 德 公式 有 逼 近 积 分 : 
az) = 和 +0. 直 cz 四 
将 和 逼 近 解 代 人 积分 式 的 右边 并 简化 之 。 
《b) 使 用 8 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 重 做 (a) 。 
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在 机 械 工程 的 长 方形 三 维 空间 模拟 振动 过 程 常 使 用 二 维 波动 方程 。 如 果 将 平板 的 四 个 边 
国定 , 刘 正 弦 振 功 可 用 双重 傅 里 叶 级 数 表 示 。 设 在 某 一 个 特定 的 时 刻 ,在 点 (x,y) 处 的 高 度 
xz=. 扩 xy) 可 用 下 式 表 示 : 

2 = xy) =0.02sin(xz)sin(y) -0.03sin(2x)siny) 

+ 0.04sin(x)sin(2y) + 0.08sin(2x)sin(27)》 
最 大 偏转 点 位 于 何 处 ? 分 别 观察 图 8.1(a) 和 (b) 中 的 三 维 图 形 和 等 高 线 图 ,可 看 出 在 区 间 0< 
xsf,0<7ysx 内 有 两 个 局 部 极 小 值 和 两 个 局 部 极 大 值 。 可 以 通过 数值 方法 找到 它们 的 大 致 
位 置 : 
0.8278,2.3322) = - 0.1200 和 所 2.5351,0.6298) = - 0.0264 

是 局 部 极 小 值 ,而 : 

0.9241,0.7640) = 0.0998 和 大 2.3979,2.2287) = 0.0853 
是 局 部 极 大 值 。 








3.1 《sa) 振 费 平板 的 位 移 := 人 =,y);(D) 振 划 平板 的 等 高 线 Kx,7)= C 
本 章 将 简单 介绍 求解 包含 一 个 或 多 个 变量 的 函数 极 值 的 基本 方法 。 


8.1 函数 极 小 值 


定义 8.1( 局 部 极 值 ) 设 有 一 个 函数 /, 如 果 存 在 一 个 包含 p 的 开 区 间 志 , 对 所 有 xE 了 满足 
所 p) 生 所 zx), 则 称 梢 数 了 在 * = p 处 有 一 个 局 部 极 小 值 。 园 理 ,如 果 对 所 有 xE 了 满足 
所)< 乓 p), 则 称 函 数 了 在 *= P 处 有 一 个 局 部 极 大 值 。 如 果 在 * = P 处 有 局 部 极 小 值 或 局 
部 极 大 值 , 则 称 /在 z* = p 处 有 一 个 局 部 极 值 。 
定义 8.2( 递 增 和 递减 ) 设 函 数 , 几 (zx) 在 区 间 了 工 内 有 定义 。 
人 对 所 有 xz 拓 志 如 果 2 <2, 则 扎 m)< 厌 zz), 则 称 函 数 在 区 间 了 内 是 递增 的 。 
{( 划 对 所 有 “ ,aaE 了 如 果 xi <2, 则 Ai) > 关 和 ), 则 称 函 数 外 在 区 间 /7 内 是 递减 的 。 
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定理 8.1 设 厌 xz) 在 区 间 7= foe, 约 内 连续 , 且 在 区 间 (a, 引 内 可 微 。 

(iD 对 所 有 xE(a,5), 如 果 F 产 (xz)>0, 则 大 *) 在 区 间 了 内 递增 。 

《对 所 有 xE(a,5) ,如 果 J(x)<0, 则 扩 z) 在 区 间 了 内 递减 。 
定理 8.2 设 成 xz) 在 区 间 了 = [ea, 妇 内 有 定义 , 且 在 内 部 点 PE (a,b) 处 有 一 个 局 部 极 值 。 如 
果 Kx) 在 *= 忆 处 可 微 , 则 产 (p) =0c 
定理 8-3{ 一 阶 导数 调试 ) 设 放 (*) 在 区 间 了 = [e, 世 内 连续 。 而 且 除了 在 * = p 处 ,对 所 有 
xE(a,5) 有 定义 。 

( 如果 在 区 间 (a,P) 内 有 /(z) <0 且 在 区 间 (P, 纪 内 有 (xz) > 0, 则 天 p) 有 一 个 局 部 
极 小 值 。 

〈i 如 果 在 区 间 (e,p) 内 有 .A"(x*) >0 且 在 区 间 (p, 妈 内 有 , 疡 (z) <0, 风 所 p) 有 一 个 局 部 
极 大 值 。 


定理 8.4( 二 阶 导数 测试 ) 设 . 几 x) 在 区 间 [u, 内 连续 , 且 / 和 记 在 区 间 (a, 乡 内 有 定义 , 且 
存在 PE (a, 引 是 满足 六 (p) = 0 的 一 个 临界 点 。 
《i 如 果 P(p) >0, 则 7p) 是 函数 和 的 局 部 极 小 值 。 
(也 如 果 产 (p) <0, 则 瑚 p) 是 函数 的 局 部 极 大 值 。 
《过 ) 如 果 .六 (p) = 0, 则 测试 不 确定 。 
例 8.1 根据 二 阶 导 数 测 试 ,对 在 区 间 [ ~ 2,2] 内 的 F(z) = 妈 + 妇 -x+1 的 局 部 极 值 进行 分 
类 。 
解 ; 
函数 的 一 阶 导 数 为 f'(z)=3 妇 +2x-1= (3x -1)(z+1)， 二 阶 导 数 为 Po(z)=6r+2。 
有 两 个 点 满足 F"(x)=0( 即 x=13,-1)。 
情况 (D: 在 zx= 1/3 处 ,可 得 到 (13)=0 和 (1H3)=4>0, 因 此 ,xz) 在 x= 13 处 有 
一 局 部 极 小 值 。 
情况 (这 ; 在 = -1 处 ,可 得 到 F(-1)=0 和 jF(-1)= -4<0, 因 此 ,Flz) 在 zx- -1 处 
有 一 局 部 报 大 值 。 


8.1.1 搜索 方法 


另 一 个 求解 所 *) 极 值 的 方法 是 对 函数 进行 多 次 估计 来 搜索 一 局 部 极 小 值 。 为 了 减少 函 
数 估计 次 数 ,选择 在 何 处 对 F(x) 进 行 估计 是 非常 重要 的 。 其 中 一 个 最 有 效 的 方法 是 黄金 分 害 
搜索 法 , 它 是 根据 搜索 区 间 的 比例 命名 的 。 









































1. 黄金 分 割 率 


设 初始 区 间 为 [0,1]。 如 果 0.5<r<1, 则 0<1- r<0.5, 且 将 区 间 分 成 三 部 分 [0,1- 站， 
[1- "和 [ r, 切 。 一 个 判定 过 程 决定 是 从 右边 压缩 得 到 新 的 区 间 [0,r] ,或 是 从 左边 压缩 得 
到 新 的 区 间 [I- r,I。 然后 将 新 的 子 区 间 按 前 面 同样 的 比例 再 分 成 三 部 分 。 

选择 "使 得 其 中 一 个 旧 的 点 位 于 新 区 间 中 的 正确 位 置 , 如 图 8.2 所 示 。 这 表示 比例 
41- 站 :rz 与 r:1 相同 。 因 此 > 满足 等 式 1-， = 疡 , 它 也 可 表示 为 一 个 二 次 方程 +r-1=0。 
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满足 0.S<r<1 的 解 为 "= WS- 1)/2。 
为 了 用 黄金 分 割 搜索 法 求 义 * ) 的 最 小 值 ,必须 满足 一 个 特殊 的 条 件 , 以 保证 在 区 间 内 确 
有 最 小 值 。 








天 1 


FE 一 一 -一 一 -3 FE- 一 一 一 玫 
0 Lr 1-r 1 
从 右边 压 册 得 到 从 左边 压缩 得 到 
新 的 区 间 [如 新 的 区 间 [tr 1] 


图 8.2 黄金 分 宙 搜 索 中 的 区 间 
定义 8.3( 单 峰 函 数 ) 设 有 通 数 妃 *) 和 区 间 了 = fc,5] ,如 果 存 在 惟一 的 数 pE 7 满足， 





帮 x) 在 区 间 [e,p] 内 递减 (D) 
所 zx) 在 区 间 [P ,区 内 递增 (2) 
则 称 函 数 天 xz ) 为 单 峰 臣 数 。 


如 果 /zx) 在 区 间 [ e , 菇 内 为 单 峰 函 数 , 则 可 以 用 一 个 包含 fx) 最 小 值 的 子 区 间 代替 的 区 
间 。 黄 金 分 割 搜索 法 要 用 两 个 内 点 c= e+(1- r)(5- oa) 和 d= at+r(5-a), 这 里 r 是 前 面 
提 到 的 黄金 分 割 率 。 这 些 内 点 满足 < ce < d < 8。/(x ) 为 单 峰 函 数 的 条 件 保 证 了 函数 值 /e》 
和 大 d) 小 于 | 风 ae), 76。 下 面 要 考虑 两 种 情况 (如 图 8.3 所 示 ): 


| De JAD 


如 果 cr 网 内 看 王 re， 这 “ 
压 缩 并 使 用 区 间 [e. 问 编 并 使 用 区 间 [c 


回 8.3 仙人 扫 的 和 宇 
如 果 厌 c) < 所 d) . 则 最 小 值 一 定 在 子 区 间 [e,d] 中 ,这 样 可 用 4 代替 , 并 继续 在 新 的 子 
区 间 内 搜索 。 如 果 大 @) < 扎 c) , 则 最 小 值 一 定 在 子 区 间 [e,5] ,这 样 可 用 e 代 鞭 ,并 继续 在 
新 的 子 区 间 内 搜索 。 下 面 的 例子 比较 了 求 根 法 和 黄金 分 割 搜索 法 。 
例 8.2 求解 单 峰 品 教 F(x) = z2 - sin(z) 在 区 间 [0,1] 内 的 最 小 值 。 
解 ; 
通过 求解 Ex) = 0, 求 最 小 值 。 可 用 求 根 法 来 求 画 数 导 教 式 F"(z) = 2x ~ cos(x) 等 于 替 
的 解 。 由 于 广 (0) = - 工 且 (1) = 1.4596977, 所 有 F(*) 的 一 个 根 位 于 区 闻 [0,1] 内 。 
初始 值 为 po =0,pl = 工 选 代 过 程 如 表 8.1 所 示 。 
表 8.1 用 市 线 法 求解 六 (zj= 2x -easlz)=0 



































下 下 35 -eaa( 呈 ) 
0 0.0000000 一 1.00000000 
1 1.0000000 1.45969769 
2 0.4065540 一 0.10538092 
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【 续 表 ) 
天 枚 pr 一 eaa(pt 
3 0.4465123 一 0.00893398 
4 0.4502137 0.00007329 
5 0.4501836 一 0.00000005 





采用 割 线 法 得 到 结果 是 广 (0.4501836) = 0。 二 阶 导 数 为 产 (x)=2+sin(x), 通 这 计算 可 
得 广 (0.4501836) = 2.435131> 0, 因 此 ,最 小 值 为 X…0.4501836) = -0.2324656。 
通过 黄金 分 割 搜索 法 求 最 小 值 。 在 每 一 步 中 ,需要 比较 FLc) 和 jd) 的 函数 值 ,而 且 要 次 














定 是 在 区 间 [a,d] 内 还 是 在 [c,8] 内 继续 搜索 。 相 关 的 计算 如 表 8.2 所 示 。 
表 8.2 用 黄金 分 部 搜索 法 求解 凡 x] = 之 - sin( x] 的 最 小 值 

下 加 人 本 如 所) 天 二 ) 

0 0.0000000 0.3819660 0.6180340 1 一 0.22684748 -一 0.19746793 
1 0.0000000 上 L2360680 0.3819660 0.6180340 ~ 0.17815339 0.22684748 

2 0.2360680 0.3819660 0.4721360 0.6180340 一 0.22684748 一 0.23187724 
3 0.3819660 0.4721360 | 0.3278640 0.6180340 一 0.23187724 一 二 0.22504882 
4 0.3819660 .4376941 人 .4721360 0.5278640 一 0.23227594 一 0.23187724 
5 0.3819660 0.4164079 0.4376941 0.4721360 一 0.23108238 一 0.23227594 
6 0.4164079 0.4376941 0.4508497 0.4721360 一 0.23227594 一 0.23246503 
21 0.4501574 0.4500D30 0.4501827 0.4501983 一 0.23246558 一 0.23246558 
22 0.4501730 0.4501827 0.4501886 0.4501983 一 0.23246558 一 0.23246558 
23 0.4501827 0.4591886 0.4501923 0.4501983 一 0.23246558 一 0.23246558 























经 过 23 次 选 代 后 ,区 间 编 小 为 [am , 5 ] = [0.4501827,0.4501983]。 这 个 区 间 的 宽度 为 
0.0000156。 然 而 ,在 这 个 区 间 两 个 端点 的 函数 值 小 数 点 后 有 8 位 相同 ( 即 F(an) ~ 
一 0.23246558 一 所 5)) ,因此 算法 终止 。 采 用 搜索 法 的 一 个 问题 是 函数 在 最 小 值 处 可 能 
比较 平缓 ,使 得 精度 受 限 。 而 使 用 割 线 法 可 得 到 更 精确 的 结果 py = 0.4501836。 
尽管 在 本 例 中 黄金 分 割 搜索 法 的 搜索 吉 度 较 慢 , 但 它 可 用 于 函数 /xz) 不 可 导 的 情况 。 


8.1.2 求解 刀 x, 人 的 极 值 
定义 8.1 可 以 很 容易 地 扩展 到 多 变量 画 数 。 设 函数 fx,y) 在 如 下 区 域 有 定义 ， 


及 = |(xzy7):(z-p)2 + -92 < (3) 
如 果 对 每 个 点 满足 : 
所 pg9) 近 大 和 y)》， (xy)E 尺 《4) 
则 画 数 六 x,7) 在 点 (p,4) 有 局 部 极 小 值 。 
如 果 对 每 个 点 满足 : 
xy)s 护 p,9)， (xz,y)E 尺 (5) 


则 函数 Kx,y) 在 点 (p,4) 有 局 部 极 大 值 。 
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下 面 的 极 值 的 二 阶 导数 测试 是 定理 8.4 的 扩展 。 
定理 8.5{( 二 阶 导数 测试 ) ” 设 有 函数 疙 x,y), 它 的 一 阶 偏 导 和 二 阶 偏 导 在 区 间 R 内 连续 。 
设 (p,9)ER 是 一 个 临界 点 ,满足 上 (pp,9)=0 且 扩 (p,9) =0。 可 用 高 阶 偏 导 判 定 临界 点 的 性 
质 : 

《D 如 果 六 (p,9) 记 (pg)- 肠 (pg)>0 且 请 (pq)>0, 则 所 p,9) 是 函数 所 z,y) 的 局 
部 极 小 值 。 

《ii) 如 果 关 (pa) 记 (pg)- 户 (p,g)>0 且 庆 (p,9)<0, 则 Ap,9) 是 函数 所 xz,y) 的 局 
部 极 大 值 。 

《着 ) 如 果 所 (pp,9) 记 (pg9) -所 (pq)<0, 则 函数 Ar,y) 在 点 (p,9) 没 有 局 部 极 值 。 

(iv) 如 果 户 (p,9) 亡 (p,g)- 户 (p,9)=0, 则 测试 不 确定 。 


例 8.3 求解 函数 PCz,7)= 妇 -4e+ 拓 -7- 录 的 最 小 值 。 


末 数 的 一 阶 偏 导 为 : 
六 (xy) = 2x -4-y 和 睫 (z:y) = 2y7 -1-z (6) 
使 偏 导 为 零 , 可 得 线性 方程 组 : 
2z-y=4 
一 5+27y = 1 (7) 


方程 组 (7) 的 解 为 (xz,y) = (3,2)。 函 数 所 z,y) 的 二 阶 偏 导 为 : 
大 (xy) = 2,(xy) =2, 训 (xy)=-1 
显 见 其 满足 定理 8.5 的 情况 ( 认 , 即 ; 
所 0G2) 记 03 2) - 户 (G32) =3>0 且 所 (3,2) =2>0 
因此 ,函数 fxz,7) 在 点 (3,2) 处 有 局 部 极 小 值 F3,2) = -7。 


8.1.3 Nelder- Mead 法 


Nelder 和 Mead 提出 了 单纯 形 法 , 它 可 求解 有 多 个 变量 的 函数 的 局 部 极 小 值 。 对 于 两 个 变 
量 , 一 个 单纯 形 是 三 角形 ,而 这 个 方法 是 一 个 模式 搜索 法 ,比较 在 三 角形 的 3 个 顶点 的 函数 值 。 
最 差 的 顶点 即 函数 值 妃 *,y) 最 大 的 顶点 ,被 放弃 并 用 一 个 新 的 顶点 代 鞠 。 然 后 形成 一 个 新 的 
三 角形 并 继续 进行 搜索 。 这 个 过 程 生成 一 个 三 角形 的 序列 (形状 可 能 不 同 ) ,满足 在 顶点 的 函 
数值 越 来 越 小 。 随 着 三 角形 的 大 小 进一步 减 小 ,就 可 以 找到 极 小 值 的 坐标 。 

在 算法 中 使 用 了 名 词 -单纯 形 (在 W 维 空间 的 广义 三 角形 ) ,并 可 求解 有 N 个 变量 的 是 
数 极 小 值 。 它 的 计算 有 效 上 且 紧 洪 。 


1. 初始 三 角形 BGW 


假设 要 求解 函数 .Ax,y) 的 极 小 值 。 首 先 ,给 定 一 个 三 角形 的 3 个 顶点 ; JL = ( 台 ，) 疏 = 
12,3。 然 后 计算 函数 Kx,y) 在 这 3 个 点 的 值 zs = /ar), 丰 =1,2,3。 而 且 相 < 二 aa。 使 
用 下 列 符号 表示 : 














下 = (zt 四)G = (入 ) 且 = (3) (8) 
来 帮助 记 亿 巨 是 最 佳 的 顶点 , G 是 次 最 佳 的 顶点 ,而 多 是 最 差 的 顶点 。 
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2. 良 边 (good side) 的 中 点 
构造 过 程 中 使 用 了 连接 召 和 G 的 线段 的 中 点 。 它 可 通过 计算 坐标 的 平均 值得 到 ， 
3 


2 





3. 反射 点 R 


当 沿 着 三 角形 的 边 从 厂 移 到 殖 时 ,函数 值 递减 ,而 当 沿 着 三 角形 的 边 从 酌 移 到 G 时 , 函 
数值 也 递 碱 。 因 此 以 连接 下 和 G 的 线 为 分 界线 ,与 印 相对 的 点 的 函数 值 会 更 小 。 通 过 边 且 5 
对 三 角形 进行 反射 可 得 到 测试 点 尺 。 为 了 求 出 再 ,首先 求 8G 的 中 点 好 ,然后 画 出 经 过 转 和 于 
的 线段 , 设 它 的 长 度 为 &。 从 M 点 延伸 线段 , 离 为 g, 可 到 达 顶 点 忍 的 位 置 《 如 图 8.4 所 
示 )。 灵 的 向 量 公式 为 ， 























R=MH+(MH-)=2M- 下 《10) 
有 


G 


8.4 Nelder- Mead 法 中 的 三 角形 入 BCW ,中 点 开 和 反射 点 尼 








图 8.5 三 角形 入 BCW ,点 R 和 开拓 点 已 


2. 开拓 点 E 


如 果 位 于 忍 处 的 函数 值 小 于 位 于 琴 处 的 函数 值 , 则 求解 极 小 值 的 方向 是 正确 的 。 可 能 
极 小 值 只 比 忍 远 一 点 。 因 此 可 进一步 将 从 到 员 的 线段 延伸 到 五 。 其 形状 为 扩展 三 角形 
BGB。 点 已 位 于 沿 好 到 及 的 线段 方向 ,从 忍 延 伸 到 距离 为 4 的 位 置 。 如 果 位 于 五 处 的 羡 数 
值 小 于 位 于 尺 处 的 函数 值 , 则 找到 一 个 比 丸 更 好 的 顶点 。 吾 的 向 量 公式 为 : 

至 = 尽 +( 有 -3)=2R- (10) 




















3. 收缩 点 C 
如 果 位 于 尽 和 多 处 的 函数 值 相 同 , 则 需要 测试 另 一 个 点 。 可 能 在 M 处 的 函数 值 更 小 ， 
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但 不 能 用 M 代替 印 , 因 为 必须 满足 三 角形 的 条 件 。 分 别 考虑 线段 ff 和 j 硬 的 中 点 C 和 C。 
《如 图 8.6 所 示 ) ,将 具有 较 小 函数 值 的 点 称 为 C ,并 形成 新 的 三 角形 BGC.。 注释 :在 二 维 情况 
下 对 C, 和 C; 的 选择 看 起 来 不 适当 ,但 这 对 于 高 维 情况 非常 重要 。 


九 




















A 





图 8.6 Nelder- Mead 法 的 收缩 点 C, 和 


4. 沿 吕方 向 压缩 

如 果 位 于 C 处 的 函数 值 不 小 于 位 于 多 处 的 函数 值 , 则 点 G 和 全 必须 沿 召 方向 压缩 (如 
图 8.7 所 示 )。 用 邓 代 赫 G, 并 用 S 代替 古 ,M 是 如 和 6G 之 间 线 段 的 中 点 ,S 是 至 和 耳 之 间 
线段 的 中 点 。 

















玫 
G 


图 8.7 沿 了 方向 压缩 三 角形 
5., 每 一 步 的 逻辑 判断 
一 个 高 效 的 算法 应 该 只 进行 必要 的 计算 。 在 每 一 步 中 ,要 求 出 一 个 新 的 顶点 以 代 蔡 厂 。 
一 旦 找到 这 个 顶点 ,就 终止 这 一 步 。 二 维 情况 下 的 多 辑 判断 细节 如 表 8.3 所 示 。 


表 8.3 NelderMead 法 的 逻辑 判断 


正 7 疙 RD < CN THEN Perfbrm Case G] feitherreiectorSXiEod 
ELSE Perform Case (iD {either contract or shrink} 





BEGIRfCase (3 BEGIN{Case (人 J 
JFF5) < 大 (R)THEN IF7 园 < 7( 卫 THEN 
replace 著 with 丸 [replace 卫 witb 玉 
ELSE Compule C = ( 夯 + 亲 )2 
orC=(WH+R2andtAFO 
Compute 己 and 太 ( 酉 IFA(O < AGOP THEN 
IEF(B < FSBITHEN Tcplace 的 with C 
Tecplace 于 with 如 ELSE 
ELSE Compute Swith FS) 
Teplace 邢 with 灰 Teplace 琴 with 8 
ENDIF replace Gwith My 
ENDE ENDT 


END fCase GD END fcase 
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例 8.4 用 NelderMead 算法 求 Fixz,y)= 妇 -4r+ 估 -YY- 秒 的 极 小 值 。 初 始点 为 : 


Wi = (00)， 妈 = (1.2.0.0)， 急 = (0.0,0.8) 


在 这 些 点 处 的 函数 值 为 ; 
0,0) = 0.0， 1.2,0.0) = - 3.36， 所 0.0,0.8) = - 0.16 
比较 这 些 函 数值 以 得 到 吾 ,G, 钱 : 
召 = (1.2,0.0),G = (0.0,0.8), 页 = (0,0) 
顶点 印 = (0,0) 将 被 代替 。 点 M 和 灵 为 ; 


3+G - (0.6,0.0 和 民 =2M_ -= (1.2.0.8) 


af = 辣 





函数 值 / 品 ) =.71.2,0.8) = -4.48 小 于 成 G) ,所 以 符合 情况 (。 由 于 成 尼 ) 二 成 吾 ) ,所 


以 移动 方向 正确 ,并 构造 顶点 召 为 : 
至 =2R-M=201.2,0.8) - (0.6,0.4) =〈1.8,1.2) 
邓 数 值 / 百 ) = F(1.8,1.2) = -5.88 小 于 /( 吾 ), 因 此 新 的 三 角形 项 点 为 ; 
机 = (1.8,1.2), 7 = (1.2,0.0),V， = (0.0,0.8) 


继续 这 个 过 程 并 生成 一 个 三 角形 序列 ,最 终 收 玖 到 解 (3,2)( 如 困 8.8 所 示 )。 表 8.4 给 出 
了 每 一 步 中 这 些 顶 点 的 函数 值 。 计 算 机 实现 的 算法 执行 了 33 步 ,得 到 最 佳 顶点 为 百 = 
《2.99996456,1.99983839) ,也 数 值 为 / 召 ) = - 6.99999998。 这 些 值 是 例 8.3 中 F(3,2) = 
-7 的 近似 值 。 选 代 在 到 达 点 (3,2) 之 前 停止 的 原因 是 画 数 在 极 小 值 附近 比较 平 狠 。 经 
过 检查 ,函数 值 7 妇 ) ,7 G), 抱 醋 ) 是 相同 的 (这 是 一 个 舍 入 误差 的 例子 ), 同 时 算法 终止 。 


用 











1 2 3 


图 8.8 Neiqer-Mead 法 中 三 角形 | 四 | 序列 收敛 到 点 (3,2) 


8.1.4 根据 导数 求 极 小 值 


设 凡 x) 在 区 间 [e ,5] 内 是 单 峰 函数 ,并 在 x = p 处 有 惟一 的 极 小 值 , 导 数 六 (zx) 在 位 了 
何 (e,6) 内 的 所 有 点 上 有 定义 。 设 初始 点 mn 位 于 区 间 (e, 刀 内 。 如 果 .F" (po) <0, 则 极 / 





的 点 位 于 ma 的 右边 。 如 果 六 (po) > 0, 则 位 于 pe 的 左边 (如 图 8.9 所 示 )。 





于 区 
\ 值 
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表 8.4 例 8.4 中 不 同 三 角形 项 点 的 函数 值 

















天 最 佳 点 较 好 点 最 盖 点 

工 (1.2,0.0) = -3.36 00.0.0.8) = 一 0.16 AKC0.0,0.0) = 0.00 

2 Ri.8,1.2) = -5.88 1.2,0.0) = -3.36 0.00.8) = -0.16 
3 84.2 = -5. 吕 8 3.0.0.4) = -4.44 1.2.0.0) = -3.36 
上 4 AG3.6,1.6) = -6.24 0G.8,1.2) = -5.88 7G3.0.0.4) = -4.4 
5 3.5,1.6) = -6.24 2.42.9 = -524 AL1.8,1.2) = -5.88 
6 2.4,1.6) = -6.72 3.6,1.6) = -6.24 2.4.2.4) = -6.24 
了 所 3.0,1.8)}= -6.9%6 JR(2.4,1.6) = -6.72 2.42.4) = -6.24 
8 大 2.5,2.05) = -6.7725 72.4,.1.6) = -6.72 
9 所 3.15,2.25) = -6.9525 2.55,2.05) = -6.7725 
10 (2.8125,2.0375) = - 6.95640625 3.15,2.25) = -6.9525 














Ga 由 归 PP 
车 7Upoy< 0, 则 媚 车 po<0, 则 
位 于 区 间 [mw 如 内 位 于 区 间 [ep 内 


图 8.9 用 疡 (x) 求 解 位 于 区 间 [a, 菇 内 的 单 峰 函 教 护 z) 的 极 小 值 


1. 求 极 小 值 的 测试 值 
第 一 步 是 得 到 3 个 测试 值 ， 
po， 有 Pi = po+ 天 pa = po+28 (12) 
使 得 : 
po) > 7pi) 且 7P) < 妃 pz) (13) 
设 广 (mo)<0, 则 mo<p 上 且 步 长 关 须 为 正 数 。 容 易 找 到 二 使 得 式 (12) 中 的 3 个 点 满足 式 (13)。 


在 式 (12) 中 , 设 初 始 值 天 = 1 前提 为 e + 1 < 5) ,如 果 前 提 不 满足 , 则 设 ，= 1/2, 以 此 推 类 。 
情况 (: 如 果 式 (13) 得 到 满足 , 则 结束 。 


情况 (: 如 果 pu) > 把 p)) 且 7(p)) > 7(pa), 则 Pa < p。 需 要 检查 更 于 右 的 点 。 步 长 乘 
以 2, 并 重复 执行。 

情况 (ii)， 如 果 /po)<Api), 则 贞 过 了 p 且 记 太 大 。 需 要 检查 更 接近 po 的 点 。 将 步 长 
乘 以 到 ,并 重复 执行 。 

当 疡 (po) >0 时 , 步 长 A 须 为 负数 ,处 理 过 程 类 似 上 而 的 () 到 (iii)。 

2. 求 极 小 值 p 的 二 次 和 通 近 

最 后 ,可 得 到 满 下 式 (13) 的 式 (12) 中 的 3 个 点 。 可 通过 一 次 插值 法 求解 pm, 它 是 疡 的 近 
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